Lista 1

1.1 Logika, zbiory i notacja matematyczna

Zad. 1. Zbadaé, czy podane sformutowania sa zdaniami w logice. Jedli sa, to podac ich warto$é¢ logiczna:
”Paryz jest stolica Francji”;

”Liczba 10'°%° + 1 jest podzielna przez 2”;

7aa2 + b2 — CQ”;

”Piotr nie jest moim bratem”;

725 > 327,

"A =b? — 4ac”
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Zad. 2. Oceni¢ prawdziwosé podanych nizej zdan ztozonych:
1. "nieprawda, ze funkcja f(x) = 2 jest rosnaca na R”;
2. 7(=1)* = —1 lub 2008 jest liczba parzysta”;
3. 7funkcja g(x) = sinz jest okresowa, a funkcja f(z) = 3z jest nieparzysta”;
4.

”jezeli Piotr jest synem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Piotra”.
Zad. 3. Zbadadé, czy prawami logicznymi sg zdania ztozone:
a) ~(pVag) = [(-p) A (=a)l;  b)p=[(aA—q)=r];
) (p=q) = [(-p) Vdl; d) [PV (=) V [(=p) A ql.

Zad. 4. Zbiory okreslone za pomoca formy zdaniowej zapisa¢ w prostszej postaci:
a) {r € R:2? =4}

HEk € {%,$,0, 4} - w brydzu kolor k jest starszy od };
J{zreR:(x<3)V(x>5)};

) {n € N : n jest podzielne przez 5};

J{xreR:(z>0)= (22> 0)};

) {n € N : n jest podzielne przez 5};

) {(z,y,2) s x,y,z € NANz <y < zAzyz = 16}.

Zad. 5. Zbadaé, czy sa prawdziwe formy zdaniowe z kwantyfikatorami:

a) \/ sinz = 3; b) A 2*+4xz+3>0;
TER TER

o) AN Va2—y*=0 d) V A zy=0;
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Zad. 6. Dla par zbioréw A, B C R wyznaczyé AU B, ANB, A/B, B/A, A°, B¢, AAB, jezeli:

a) A=(0,5), B=1[0,7];

b) A= (_0073)a B = (_1700);

c) A={1,2}, B={1,2,3,4}
d)A={l:neN}, B={2:neN}.

Wskazaé te pary A, B, dla ktérych A C B.

Zad. 7. Okresli¢ relacje zawierania miedzy zbiorami A, B, jezeli:

a) AUB=A; b) AUB C 4;
c)A\B=4; d)BCANB.

1.2 Podstawowe zbiory liczbowe

Zad. 8. Przypomnij sobie dowdd tego, ze v/2 & Q. okaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to /D jest liczba
niewymierna.



Zad. 9. Pokaz, ze jedli n € N jest taka liczba naturalna, ze \/n € Q, to istnieje liczba naturalna k taka, ze
k=n2

Zad. 10. Pokaz, ze jedli ¢ € Q, to V2 + ¢ € Q. Dla jakich liczb wymiernych ¢ € Q mamy ¢v/2 € Q?

Zad. 11. Niech a = 3.1415926535897932385.... Dla n € N definiujemy liczby

[a-10"]
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Wyznacz pierwsze 10 wyrazéw tego ciagu, tzn. oblicz liczby ag, a1, ag. Uwaga: [x] oznacza cze$¢ calkowita
liczby .

Zad. 12. Pokaz metoda indukcji matematycznej, ze

L1+24-+n=1inn+1)
Uwaga: Powinno sie réwniez znaé¢ inne proste wyprowadzenie tego wzoru:

1 + 2 + 3 + ... + n +
n + (n—-1) + n=-2) + ... + 1 =n(n+1)
24224 +n?=tn(n+1)2n+1)
13 4 923 3 _ [ n(nt+l) 2
+22 4t = (2

A(n € N) (n <27)
(An >5) (n? <2m)
(A(n = 4) (2" < nl)
(A(n>1) (6n* —n)
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Zad. 13. Pokaz, korzystajac z poprzedniego zadania, ze 1 +3+5+---+ (2n + 1) = (n + 1)2. Podaj
interpretacje geometryczna tego faktu.

Zad. 14. Zalézmy, ze ng < np < ng < ... jest nieskonczonym ciggiem liczb naturalnych. Pokaz, ze
(A neN)k<ng).

Zad. 15. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona

n __ - n n—
(a+b)" = Z <k)akb k
k=0
pokaz, ze
Ly G)=2"
k=0

n

2. Y (~1)F(7) =0.

k=0

Zad. 16. Wyznacz samodzielnie sze$¢ pierwszych wierszy trojkata Pascala. Wypisz wzory na (z + y)™ dla
n=0,1,2,...,5.

Zad. 17. Symbolem | X| oznaczamy liczbe elementéw skoficzonego zbioru X. Niech X bedzie n -
elementowym zbiorem. Dla k& < n okre$lamy

XF={Y cX:|V|=k}



1. Pokaz, ze [[X]*| = (})

2. Korzystajac z poprzedniego wyniku podaj kombinatoryczne wyprowadzenie tozsamosci Pascala
+1) _

(i) = G) + )

3. Pokaz, ze jesli 0 < k < n, to (Z) = %(Z:i) Zauwaz, ze stad wynika rownosé (Z) = #Lk),

4. Symbolem P(X) oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X. Pokaz, ze jesli | X| = n, to|P(X)| = 2".

Zad. 18. Narysuj wykres wartosci (%) dla k = 0,1,2,...,20. Ktéra z tych liczb jest najwicksza? Uogélnij to
spostrzezenie dla ciaggu liczb {(Z)}, k=0,1,2,...,n dla dowolnego n. Wskazéwka: Mozesz, np., skorzystaé z
funkcji KOMBINACJE programu Excel.

k
Zad. 19. Pokaz, e (") =2 (T)(,")-

2.1 Liczby rzeczywiste

Zad. 20. Za pomoca wyszukiwarki Google narysuj wykresy réznych funkcji kwadratowych (np. wprowadz w
pasku zapytan wyrazenie 22 — 5x + 1). Zapoznaj si¢ z linkami umieszczonymi na stronie http://
ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php. Sprébuj narysowaé wykresy funkcji kwadratowych za pomoca
serwisu Wolfram Alpha.

Zad. 21. Wyznacz nastepujace zbiory:

l.A={z e R:2*>-3z+2>0},
2. B={z € R:2*>—4x+3 <0},
3. C={r € R:2?—4x+3 >0},
4. D={r € R:2?—4z+3 >0}

Zad. 22. Pokaz, ze inf(A) = —sup(—A4), gdzie —A = {a : —a € A}. Wywnioskuj z tego, ze kazdy ograniczony
z doltu podzbiér R ma kres dolny.

Zad. 23. Wyznacz kresy dolny i gbérny nastepujacych zbioréw:
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Zad. 24. Niech A = {z > 0: 22 < 2}. Pokaz, 7e (sup(A))? = 2 (czyli, ze sup(A4) = v/2).

Zad. 25. Korzystajac z tego, ze sin’(z) + cos?(z) = 1, pokaz, ze |sin(z) + 2 cos(z)| < /5 dla kazdego x € R.



