Analiza Matematyczna. Lista zadan 3a, 2023/247

(Na podstawie podrecznika M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 1. Przyklady i zadania,
GiS 2008)

3 Granica funkcji, cd.

Zadanie 1. Znalez¢ asymptoty pionowe i ukosne podanych funkcji:

0) u(x) = 52, b) vle) = 55,
¢) w(z) =L, d) z(x) = C;i( g)’
e) f(z) =Y 1) 9(x) = 5
g) h(x) =z — arctgx, h) p(z) = ezl 1
i) qz) = =2, j) r(x) = e,

Prosta © = x( jest asymptota pionowa wykresu funkcji y = f(x), jesli ma miejsce co najmniej jeden
warunek

Jim f@r)=co(-00) Wb lm fz)=o0 (~o0)
Prosta y = ax + b jest asymptota uko$na wykresu funkeji y = f(x) w oo, jesli istnieja nastepujace
granice

a= lim 1@ b= lim [f(z) — ax].

r—oo T r—00

Analogicznie okred§lamy asymptote w —oo. Jesli a = 0, to asymptote y = b nazywamy asymptota
pozioma.

Zadanie 2. Narysowaé przyktady wykreséw funkcji spelniajacych wszystkie podane warunki:

a) mll)r_noou(x) = 00, Ilgé{ u(z) =1, u(2) =0, xlggo u(z) = —1,

b) prosta y = x + 1 jest asymptota ukosna funkcji z w —oo, prosta y = z — 1 asymptota uko$na w
00, a prosta x = 0 jest jej asymptota pionowa obustronna,

c) mll)moog( x) = 00, xllfél- g(x) = —o0, xll)r(r)l+ g(x) =1, xhﬁnolog(x) =5,
d) zgmoo h(z) = —4, xlgr_ll h(z) = oo, xli)rglo h(z) =4
e) hm q(z) = 4, linﬁ q(z) = oo, funkcja ¢ jest nieparzysta,
T—
f) hm r( ) =00, lim (r(x) —x) = —1, funkcja r jest parzysta.
z—0~ T—>00

Zadanie 3. Korzystajac z definicji Heinego uzasadnié ciggtoéé podanych funkcji na R :
a) u(x) = x%—; b) v(z) = sin? ,

¢) flx)=2x—-5 d) g(z) =sin z,
e) r(z) =+va*+ 1cos .



Zadanie 4. Wyznaczy¢ zbiory punktow ciagltoéci podanych funkcji:

ldlaz=0lub«
CL) U(SL‘) = (x3 - J:) [x}’ b) U(x) = { msin x dl 7é 0i
2o—m) dla i,

) g(z) = [z] (z - 1), d) f(z) = {1 dlaz=kr keZ

dla x # km, k € Z,

sin T

' i dlaxz <0
6) p(.ﬁC) = Slgn(lj) CoS 57, f) h(x) - {\/,Ecos dla z > 0.

Zadanie 5. Dobraé¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciagte we wskazanych
punktach:

ta ol > 2 2dlaz <0
ln 9
_ Jsinz dlafz] > 3 v(r) =< a* +bdlad<z <1
a) ar +bdla |z| < 3 b) 3dlaxz>1
s v

s
1 — —5, T2 =75
2 2 x1:0, $2:1,

br dla z < m, br+3dlax <1
g(@) =4,
ST dla g > d) 20 +x+adlax>1

Iozl,

g =T,
3dlaz <0, x dla |z <1,
g(z) =

a:n—l—bdla0<x<1 22 +axr+bdazxz>1,
Vrdlaz>1,
x1 =0, 20 =1; r1=—1, 22 =1.

Zadanie 6. Uzasadnié¢ ciaglos¢ podanych funkcji na wskazanych zbiorach:

a) u(x) =e*cosz, R; b) v(z) = \/161_7, (—2,2);

¢) w(z) =arctgy/z, [0,00); d) z(z)=+Vsinz, |J[2km, (2k+ 1)7);

kZ

&) f(2) = gy, B /) o) =V TE, R

Zadanie 7. Okredli¢ rodzaje nieciagltosci podanych funkcji:

8=

u(x):{\x/z{_ll dla z € (0,1) U (1, 00), o(z) = Z%i dla # 0,
2 3 dla z =1, b) e dlaz =0,
ro=1 x90 =0
xarctg% dla x # 0,
¢) f(z)=signlz(z—1)], zo=1 d) 9() = {’27 dla z =0,
zo = 0;

Zadanie 8. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw uzasadnié, ze podane
zagadnienia ekstremalne maja rozwiazania:

1. wérdd stozkéw wpisanych w kule o promieniu 7 istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetosé;

2. wsréd prostokatéow opisanych na danej elipsie istnieje ten, ktéry ma najmniejsze i najwieksze
pole;



3. wérdd graniastostupow prawidlowych o podstawie szesSciokatnej wpisanych w kule o promieniu
r istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetosé;

Zadanie 9. Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania we wskazanych
przedziatach:

a) 23 4+6x—-2=0, (0,1); b) wsinz=7, (2r,3F);
¢) 1zsinTw+$’ (Q%)% d) arctgx:x%, (%,\/3),
e) 04z —1=0 (5,1); f) 22 =1, (0,1);

Zadanie 10. Korzystajac z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu wartosci posrednich uzasadnié¢
nastepujace stwierdzenia:

1. na kazdym szlaku turystycznym wiodacym z Karpacza (800 m nad poziomem morza) na
Sniezke (1602 m nad poziomem morza) jest miejsce, ktére wznosi siec 1000 m nad poziomem
morza;

2. na dowolnej figurze wypuklej na plaszczyznie mozna opisaé kwadrat;

3. jezeli zegar o péinocy spdznial sie o 5 min. a po nakreceniu, ale bez przestawiania wskazowek,
nastepnego dnia o péinocy spieszyt sie o 10 min, to w pewnej chwili wskazywal wtasciwy czas;



