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(Na podstawie podrecznika M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 1. Przyklady i zadania, GiS 2008)

4 Pochodne funkcji

Zadanie 1. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wskazanych punktach:

2?2 dlaxz <2 sinz dlax <%
= -7 =2; b = -2 =1I;
a) w(z) {29’j dla z > 2, o ) (@) {1 dla x > 7, =5
Zadanie 2. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne podanych funkcji:
a) u(z) = ﬁ_l, gdzie z # —1; b) v(z) =z, gdzie z > 0;
¢) h(z) =4%, gdzie z € R; d) p(z)=sin2, gdzie x # 0;
e) q(x) =ctge, gdziex £ knr dlak e Z; f) r(z)= x%_ﬂ, gdzie x € R.

Zadanie 3. Napisac rownania stycznych do wykreséow podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(x) =arcsing, (1, f(1)); b) f(x) =In(x?+e), (0, £(0));
o) f(x) =%, (V2,f(V2));  d) f(z) = arctga®, (0, £(0));

Zadanie 4.

1. Obliczy¢ katy, pod jakimi przecinaja si¢ wykresy podanych funkcji:

a) f(z)=12% g(x) = Yz, cx >0; b) flz)=4—=z, glz)=4— %, x> 0;
O f@) =1 g@)=VE 2 >0 d) f(z)=tgx, g(x) = ctgz, 0 <z < 5.

2. Dla jakich wartosci parametru a € R, wykresy funkcji y = e**, y = e~ " przetng sie pod katem prostym?

Zadanie 5. Tory kolejowe biegnace réwnolegle trzeba potaczy¢ rozjazdem skladajacym sie z dwéch
jednakowych tukéw parabol (rysunek). Odleglo$é miedzy osiami toréw wynosi d = 8m, a rozjazd ma mieé
dtugosé | = 40m. Nalezy go zaprojektowaé w ten sposob, aby ruch pociagéw przebiegal w sposob gladki, tzn.

aby w punktach A, B, C istnialy styczne do krzywych rozjazdu. Podaé réwnania tukéw parabol w uktadzie
wspo6trzednych



Zadanie 6. Gumowy balon ma ksztaltt kuli o objetosci Vy = 40 m®. Do balonu wtlacza sie powietrze z
predkoécia p = 1 m3/s. Obliczyé, z jaka predkoscia powiekszaé sie bedzie §rednica balonu po 24 s. Zatozyé, ze
cisnienie powietrza w balonie jest stale.

Zadanie 7. Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we
wskazanych punktach:

tgx dla =5 <z<0
= t3 s :E; b = ? -~ :1’
a) w(r) = |ctg’z|, zo = 5 ) #(z) {sinx dla0<z< 7T, 0
2= Jlaz<1
. x:$57$:0; d ) = 2 ’x:].;
) @) =1a%], JID=Y 521 daws1, ™

Zadanie 8. Znalez¢é parametry a, b, ¢, dla ktérych podane funkcje maja pochodne na R :

x+1 dla z <0, ae®+e® dlaz <0,
a) u(z) = . b) v(x) =
asinx +bcosz dla x > 0; chzx dla x > 0;
-1 dlaz <0
’ ae® +b dlazxz <0,
¢) f(z) =< asinz +bcoszx+c dla0<z<m, d) g(z) = + -
2—x dla x > 0.
1 dla z > m;

Zadanie 9. Zbadaé, czy podane funkcje majg pochodne niewtasciwe w punkcie g =0 :
a) u(z) =3 — ¥x; b) v(z) = tg¥x;
) wx)=+/|sinzl; d) f(z)=/|lz|+ I]z];

Zadanie 10. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) y=(®+ %)e” b)) y= ;ifﬁ;

¢) y= Yarcsin(a?); d) y==x

e) y = ML, ) y=(1+f)tg(f)
9) y=z; h) y=21".

Zadanie 11. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczyé¢ (f~1)(y) dla:

a) f(z) =377, gdzie x € R; b) f(x) =cosz, gdzie 0 < z < m;
¢) f(x) =tghzx, gdziexz € R; d) f(z) =Ilnzx, gdzie z > 0;

Zadanie 12. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢:

a) (f~Y(e+1), gdzie f(x) =z + Inz; b) (971)(1), gdzie g(z) = cosx — 3u;
e) (h=Y(3), gdzie h(z) = {r + Jx+ vz  d) (k1) (4), gdzie k(x) = 23 + 3%.

Zadanie 13. Zakladajac, ze funkcje f i ¢ maja pochodne wlasciwe na wspolnym przedziale, obliczy¢
pochodne podanych funkcji:

o) y=f(z)cosg(a);  b) y= e,

¢) y = arctg[f(x)g(a)];  d) y=1In(f(2)7™) +1);
e) y =sin[f(z)g(z)]; ) y= [f(z)]g(x)v

9) y= tgﬁg; h) y = f(x)arctg g(x)



Zadanie 14. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci podanych wyrazen:

a) Vv/7.999; b) €04, ¢) In 230
d) arcsin 0.51; ) e %07 f) In 0.9993.

Zadanie 15. Fragment terenu ma ksztalt trojkata réwnoramiennego o boku b = 200 m. Kat przy
wierzchotku tego trojkata, zmierzony z dokladnoscig 0.001 rad wynosi . Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia
mozna obliczy¢ pole tego terenu?

Zadanie 16. Obliczy¢ [/, f”, f"" podanych funkcji:

a) flz) =22 b) f(zr) = zsinz;
o) f(x)

x
427 — 5% +2x;  d) f(z) =sin® 2z 4 cos® z.

Zadanie 17. Zbadaé, czy istnieje f(")(z() dla podanych funkcji i punktéw:

—22 dlaz <0, x*arc tg% dla x # 0,
a) f(z)= a3 dla z > 0, b) f(z)= 10 dla x =0,
z0 =0, n=2; zg =0, n=3.

Zadanie 18. Punkt materialny porusza sie po krzywej y = 27 w ten sposéb, ze jego rzut na o§ Ox ma stala
predkosé v, = 3. Z jaka predkoscia (w kierunku osi Oy) porusza si¢ ten punkt w chwili, gdy jest na wysokosci
47

Zadanie 19. Polozenie czastki w chwili ¢ opisuje wektor wodzacy 7 = (e! cost, et sint, et). Znalezé
przyépieszenie czastki w chwili, gdy wektor predkoéci miat dtugoéé v/3.

Zadanie 20. Sprawdzié, czy podane funkcje spelniaja zalozenia twierdzenia Rolle’a na przedziale [—1,1].
Narysowaé wykresy tch funkcji.

a) u(z) = |sin%| b) v(z)=1-—|z|;
3

) z°sinZT  dla z # 0,
¢) w(z) =arcsin|z|; d) z(z) = {O 3” da 7 = 0

Zadanie 21. Zastosowaé twierdzenie Lagrange’a do podanych funkcji na wskazanych przedziatach.
Wyznaczy¢ odpowiednie punkty:

=e”, [0,2], b) v(z) =23 +z, [-1,1],
¢) w(z) =arctgz, [-1,V3], d) z(x) = V323 + 3z, [0,1]

Zadanie 22. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadni¢ podane nieréwnosci:

a) |larctga —arctgh| < |a—b|, dlaa,b€R, b) In2<b-adlal<a<b,

c)xgarcsinxgx/ldelaOSx<l, d) e >exdlax>1,

Zadanie 23. Znalezé przedzialy monotonicznosci podanych funkcji:

a) u(x):%—%gb—ﬁ, b) v(z) =e*(x+1),
¢) w(x) =z —3Yx, d) z(z) =zln’z,
e) q(m):4x+%, ) T(m):wﬁw.

Zadanie 24. Narysowa¢é przykladowe wykresy funkcji f : R — R, ktére spelniaja wzystkie podane warunki:



a) f'(z) >0dlax € (—o00,1)U(4,00), f(z) <0dlaz € (1,4), ale f/(1), f'(4) nie istnieja,

b) f'(z) > 0 dla kazdego = < 1, f'(x) < 0 dla kazdego = > 1, f/ (1) =1, fi.(1) = -3, f(1) =2,

¢) f'(z) > 0 dla kazdego z € R, li_>m f(z) =0,

Na rysunkach zaznaczy¢ fragmenty wykresow, ktére spelniaja poszczegdlne warunki.

Zadanie 25. Uzasadni¢ podane tozsamosci:

us

a) arcctgr +arctgr = 5 dla z € R,

b) arcsin 1_?_“;2 =2arctgzx dla z € (—1,1),

Zadanie 26. Korzystajac z reguly de I’'Hospitala obliczy¢ podane granice:

a) lim In(2%41) 7 b) lim In slin %z7
T—>00 z—1 BT
I 1 i
c) z13})((:03 x)w, d) Jim zarcctgz,
e) lim zlnzx lim (L —ctga
) xi>0Jr v ’ f) zi>0* (3: & ) ’
. 1 . 2 T
g) lim s h) lim (Zarctgz)
i) lim (L4+2)™7, j) lim (1)™7
z—0t ’ z—0+ T ’

Zadanie 27. Obliczy¢ podane granice. Czy mozna tu zastosowa¢ regule de I’'Hospitala?

31
: X" sin o~ : x+4cos 3x : 27 —sinx
a) ili% sin?x b) azggloo z—cos 2z’ C) EILH;O 2T tcosx "
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