Jezyk matematyki, liczby rzeczywiste
I. Rachunek zdan. Pojecie zdania, wartosci logicznych i pojecie tautologii.

Przyktady zdan:

o”

o p ="suma katéw w tréjkacie jest rowna 180
0g="2+2=5
or="2+2=47
0s="242+#5

Operacje na zdaniach
o pV ¢ (alternatywa)
o p A q (koniunkcja)
o p — ¢ (implikacja)

Wartos¢ logiczna zdania:

zdanie prawdziwe p - warto$¢ logiczna 1,
zdanie fatszywe p - wartos$¢ logiczna 0.

Wyznaczanie wartosci logicznej zdan ztozonych. Przyktad dla alternatywy, koniunkcji,
implikacji oraz réwnowaznosci:

Pla|pVy Pla|pPNg pPlg|p—4q Pla|pPq
010 0 010 0 010 1 00 1
01 1 01 0 01 1 01 0
110 1 110 0 110 0 110 0
1]1 1 111 1 1]1 1 1]1 1

Def. Tautologia: zdanie ztozone, ktérego wartos¢ logiczna jest réwna 1 bezwzgledu na to
jakiej wartosci logicznej sg jego sktadniki, np:

o pVp

o(p—=q) < (-pVy)
1. Przeglad najwazniejszych tautologii; miedzy innymi
o(p—q) < (—pVq) (prawo eliminacji implikacji)

o=(pVq) <« (—p A —q) (prawo de Morgana)
o=(pAq) <+ (—pV —q) (prawo de Morgana)

2. Oznaczenie: ¢ =1 oznacza (@ <> 1)

3. Aksjomat ekstensjonalnosci: zbiory A, B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego x mamy

Nz € A) & (z € B)]

T

4. Def: (t€ AUB) < ((x € A)V (z € B))



5. Def: (xt € ANB) <+ ((r € A)A(z € B))
6. Def: (z € A\B) <> ((r € A) A=(z € B))

7. Zbiér pusty. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Wtedy zbiér () = A\ A nazywamy
zbiorem pustym. Inaczej

Al €0) < ((x € A)A(x € A))]

T

Zauwazamy, ze zdanie po prawej stronie znaku < jest zawsze falszywe. Dlatego zdanie z € ()
jest fatszywe dla kazdego .
8. Wtasnosci zbioru pustego
(1) @ c A dla kazdego zbioru A, bo nastepujaca implikacja

Nz €0) = (x € A)

jest prawdziwa (tu poprzednik implikacji jest zawsze zdaniem falszywym)
(2) AU = A, dla kazdego zbioru A, bo dla kazdego = zachodzi:

r€(AUD) = [(reAV(xed)+zeA

9. Tw. Istnieje doktadnie jeden zbiér pusty.

Uzasadnienie: rozwazmy dwa zbiory puste (); i ()3, przyjmujac w réwnosci (2) wyzej
A = @1, (Z) = @2 Otrzymujemy @1 U @2 = @1, podobnie @2 U @1 = @2. St@d @1 = @2

10. Def: Dla A C Q okreslamy A° = Q\ A (uwaga: zawsze musimy wiedzie¢ do jakiego zbioru
Q2 dopetiamy)

11. Tw. (prawa de Morgana) Dla A, B C {2 mamy
(1) (AUB) = A°NB°
(2) (ANB)= AU B*

12. Odpowiednio$¢ miedzy tautologiami a prawami rachunku zbioréw, przyktady:

o(pVqg+<qVp : AUB=BUA

o(pAgq<rqAp): ANB=BNA

o(pAperp): ANA=A

o((pVqg)Vr«<pV(gVvr)): (AUB)UC =AU (BUC)
o (=(pVaq) < (FpA—g)): (AUB)* = A°N B°

13. Def. Funkcja (forma) zdaniowa na zbiorze €2 nazywamy dowolne przyporzadkowanie 1)
elementom zbioru € zdan o wartosciach logicznych ze zbioru {0, 1}, tzn. ¥ (z) staje sie
zdaniem logicznym A .

e

14. Def. (operacja wyrdzniania) Funkcje zdaniowe uzywamy do definiowania zbioréw. Niech
¢ bedzie funkcja zdaniowa na zbiorze Q. Wtedy A = {x € Q: p(z)} jesli
r€AxeQNp(x).

Przyktad: {r e R: 0 <z Az <2} =(0,2].



15. Def: zdanie (Vx € Q) ¢(z) jest rownowazne temu, ze {x € Q: p(z)} = Q (¢(x) jest
zdaniem prawdziwym dla kazdego x)

16. Def: zdanie (Fz € Q) p(z) jest réwnowazne temu, ze {x € Q: p(x)} #0

17. Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:

o ~(Vx € Q) p(x) = (Fz € Q) (—p(x))
o =(3z € Q) p(z) = (Vz € Q) (—p(z))

I1. Zbiory liczbowe. Liczby rzeczywiste

18. Oznaczenia:

o R : zbidr liczb rzeczywistych,

o Q : zbidr liczb wymiernych,

o Z : zbiér liczb catkowitych,

o N : zbiér liczb naturalnych {0,1,2,...} (Uwaga: liczbe 0 zaliczamy do zbioru liczb naturalnych),

Zbior liczb rzeczywistych
Dzialania arytmetyczne: +, -, (—, :), relacja porzadku <:

Wilasnosci (aksjomaty) dziatan arytmetycznych i relacji porzadku:

1. (Vz,y,z€R) (x+y)+2=2+ (y+ 2) (facznos¢ dodawania)

2. (30 € R) (Vz € R) (z + 0 = z) (element neutralny dodawania (zero))

3. (Vz eR) (3—x €R)z+ (—z) =0 (element przeciwny dodawania)

4. Vz,y € R) x +y = y + = (przemienno$¢ dodawania)

5. Vz,y,z € R) (z-y)-z=x-(y-2) (facznos¢ mnozenia)

6. (31 eR) (VzeR) (z-1= :B) (element neutralny mnozenia (jednosc))

7. (Vz #0€R) (31 € R) z- = =1 (element odwrotny mnozenia)

8. Ve,yeR)z-y=y-x (przemlennosc mnozenia)

9. Vz,y,z€R)z-(y+2) =x-y+ z -z (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania)

10. (Vz,y,z € R) (jeSliz <yiy <z, tox < 2)

11. (Vz,y € R) (x <y albo x =y albo y < z)

12. (Vz,y,z € R) (jeSliz <y, tox+ 2z <y + 2)

13. (Vz,y e R)(Vz2>0€R) (jesliz <y, tox-z2<y-2)

14. Zasada Zupelnosci: Kazdy ograniczony, niepusty podzbior R ma
supremum(wyjasnienie dalej).

Uzupelnienia

19. Zbiér liczb rzeczywistych rozszerzony: R U {—o00,00}. Whasnosci symboli —oo i 00.
o(VxeR) —oco<z <00

o Dzialanie dodawania



’ + H—oo \xER\ 00

—00 || —00 —00 nieokreslone
yeR | —c0 r+y o0
00 nieokreslone | oo 00

o Dzialanie mnozenia

’ . H —oo\x<0\ sz\x>O\ 00
—00 00 oo | nieokreslone | —oo —00
y<0 x| Ty Ty | x-y —00
Y= nieokreslone 0 0 0 | nieokreslone
y>0 —0 | x-y Y| x-y '9)
o0 —00 | —o00 | nieokreslone 00 %)

20. Podstawowe wlasnosci:

o(x+y)P=a2*4+2-z-y+¢°,
o(z+y)(z—y) =2"—y,
o(z+yP=a*+3-22-y+3-v-y*+°

21. Wzér dwumianowy Newtona

k=0

22. Wniosek:

o ()= () +G) =+ D0 = D) = -y =0

23. Def. 0!=1,nl=1-2---n

24. Tw. (Symbol dwumianowy Newtona) (}) = k!(:ik)! = ”("71)("72!)"'("7“1)
25. Funkcja kwadratowa:
N b\’ b2 —dac
ar*+br+c=alx+—| ——
2a 4a

26. Nier6wnosé Cauchy’ego (-Schwarza-Buniakowskiego): Dla dowolnych liczb rzeczywistych
ai, Ag,. .. ,an, by, bo,... b, zachodzi nieréwnos¢

n 2 n n
(o) <3230
k=1 k=1 k=1
Dowdd: Rozwazamy funkcje f(z) = > 0_ (lax| — |bk] - ). Zauwazamy, ze jest to funkcja

n n
kwadratowa ze wspotezynnikami: a = Y b2, b= —2 3" |apby| i ¢ = > a3, ktéra przyjmuje
k=1 k=1 k=1



tylko wartosci nieujemne, (Va)(f(z) > 0). Stad wnioskujemy, ze wyréznik A = b* — 4ac < 0,
wyliczamy A, upraszczamy i otrzymujemy zadang nier6wnosc.

Uwaga. Rowno$¢é w powyzszej nieréwnosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € R
takie, ze |a;| = Ab;| dlai =1,2,3,...,n. Dla uzasadnienia zauwazmy, ze rownos$¢ w
nieréwnosci Cauchy’ego oznacza, ze A = 0, czyli funkcja kwadratowa f(x) ma miejsce zerowe
A, f(A) =0. To z kolei oznacza, ze kazdy sktadnik sumy |a;| — A|b;| =0,i=1,2,3,...,n, co
nalezato udowodnic.

27. Def. Wartosé¢ bezwzgledna

2] x dlaz >0
x:
—x dlaxz <0

28. Tw: Va,y € Rjedli —|y| <z <|y|, to 0 < |z]| < |y

Dowdd.
L =y <z< |yl
2. <z <yl /- (-1), —lyl <2<yl

Z 1.1 2. wynika, ze —|y| < |z| < |y| i dalej 0 < |z| < |y|, co nalezalo uzasadnié.
29. Tw: 0 < |z +y| < |z| + |y
Dowdd.

—lrf <z <l2[i =[yl <y <yl

=zl +1yl) <z +y <[]+ y]

0<|z+y|l<l|z|+y|

30. Def. "odlegltosci” liczb z, y: d(z,y) = |z — y|

31. Tw. (Nieréwnosé trojkata): d(z, z) < d(x,y) + (y, 2)
Dowdd.

d(a,z) = v —z[ = [z —y) + (y = 2)| < [z —y[ + [y — 2] = d(z,y) + d(y, 2)
32. Def. Niech A C R. Liczba g jest ograniczeniem gérnym zbioru A, jesli (Vz € A)(z < g).
Zbiér liczb g ograniczajacych zbior A od gory oznaczamy jako A
33. Def. Niech A C R. Liczba g jest ograniczeniem dolnym zbioru A, jesli (Vo € A)(z > g).

Zbior liczb g ograniczajacych zbiér A od dotu oznaczamy jako A

34. Def. g =sup(A), jedli g jest najmniejsza liczba ograniczajaca od gory zbior A,
g = min(A).

35. Def. g = inf(A), jesli g jest najwiesza liczbg ograniczajaca od dotu zbior A g = max(A).



36. Zasada Zupelnosci: Kazdy ograniczony od gory, niepusty podzbiér R ma supremum
sup(A4) € R.
Podobnie: Kazdy ograniczony od dotu, niepusty podzbiér R ma infimum.

37. Oznaczenie: sup(A) = oo, jesli A # () nie jest ograniczony od gory
38. Przyklad: sup({z € Q: 0 <z A2? <2}) =2

39. Tw. sup(N) = o0

Dowdd a. c.: Niech supN = M < oo. Wtedy liczba M — 1 nie jest liczba ograniczajaca zbiér
N od gory, wiec istnieje ng € N takie, ze M — 1 < ng. Poniewaz wtedy M < mng+11i

no + 1 € N, M nie jest liczbg ograniczajaca zbior N od géry. Uzyskana sprzecznosé dowodzi
prawdziwosci twierdzenia.

40. Wniosek: (Vz € R)(z >0 — (In € N) (1 < z).
41. Wniosek. Niech A = {Z : n € N}. Wtedy A = (—00,0] i inf(4) = 0.
42. Podobnie: (Vx € R)(z >0 — (3n € N) (27" < z). Stad inf({27": n € N}) =0.

Indukcja matematyczna

43. Przyklad. Udowodni¢, ze 6|n® — n.
Dowdd.

3

1. Udowodnimy, ze teza T'(0) jest prawdziwa. Niech s(n) = n® —n. Dla n = 0, mamy

s(0) = 0, czyli 6]s(0).

2. Udowodnimy, ze prawdziwa jest implikacja T'(n) — T'(n + 1) dla n > 0. Zalézmy, ze 6|s(n)
dla n > 0. Wtedy dla n 4+ 1 mamy

sn+1)=mn+1>=nm+1)=0*—n)+3nn+1)=s(n)+3nn+1)

Pierwszy skladnik s(n) jest podzielny przez 6 na mocy zalozenia, drugi sktadnik 3n(n + 1)
jest podzielny réwniez przez 6, bo wsrod kolejnych liczb naturalnych n i n 4+ 1 jedna jest
parzysta. Stad 6|s(n + 1), co nalezalo pokazac.



