Nier6wnos¢ Bernoulliego

/\ /\ (1+2)">14+nx

Uzasadnienie

l.dlan=1:L=(1+2)=1+2, P=1+xz,czyi L=P

2. zaktadamy, ze nierownosé jest prawdziwa dla n;

dla n 4+ 1: na poczatku zauwazamy, ze
L=0+z)""=0+2)(1+x)"

Poniewaz 1 + z > 0, z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

I+2)1+2)" >0 +2)(l+nz)=1+n+Dz+n2*>1+n+1)z="P

W ten sposoéb L > P, wiec na mocy zasady indukcji matematycznej nierownosé jest
prawdziwa dla wszystkich n € N.

Uzupelnienia

Dwumian Newtona

n __ n n n n—1 n n—2, 2 n n—3,,3 n no__
(x+v) —(O)x —f—(l)x y+(2)x Y +<3)x Yo+ -l—(n)y

Zn: (Z) AT

Symbole Newtona:

n n!
— " qankeN, n>k>0
(k) (n— kg CAmEER =2

ol=1,nl=1-2.-----n,dlan>1

0000 0)-ree
(@)-0)+ ()= ()¢ ()

Okreslenie potegi a”, gdzie a > 11i x € R.
Def.

1. Dla x = n € N okre$lamy indukcyjnie: a® = 1, a"™ = a - a™.

2. Dla xz = %, gdzie n # 0 € N okredlamy nastepujaco: an = sup{y > 0:y" < a}.
()"

4. Niech 0 < 2 € R. Wtedy a” = sup{a® : 0 < 2 < z}.

313

3. Niech 0 <z € Q. Wtedy z =" 1ia

Uzupeienie, dalej okreslamy:



1*=1dlaxz >0

a®*=1/(1/a)* dla0<a < 1orazz >0
a®*=1/a"* dlaa >0 oraz x <0
a®=1dla0<a

a* =qg%q¥ dla 0 < a oraz z,y € R

6. (@)Y =a" dla0 < aoraz z,y € R

SANE I

Monotoniczno$¢ potegi: Niech a > 11 niech 0 < 27 < z5. Wtedy a™ < a™.
Ciagi i granice
2. Ciagiem nazywamy funkcje a : N — R; stosujemy oznaczenie a, = a(n).
3. Def: lim a, = g, jesli
n—roo
(L) (Ne>0(\/NeN)(\n>N)(la, gl <e).

Mowimy, ze ciag jest zbiezny do g; w skrocie piszemy a, — ¢
n—oo

4. Przyktad: Jesli (An € N)(a,, = ¢), to lim a,, = c.

n—oo
O 1
5. Przyktad: Jgglon—ﬂ = 0.
R +2 _ 7 1 o o
6. Przyklad: nh_)rgoz—ﬂ = nh_}r& (1+ n_+1) ——
g - - - - " . 1
1.0 i - - - - - - - - - - - . 0.9

1.1
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o
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7. Warunek Cauchy’ego. Méwimy, ze ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego, jesli

©) (N\e>0(\/NeN)(A\nm>N)(Jan — am| <e).

8. Tw. Jezeli ciag liczb rzeczywistych (a,) jest zbiezny, lim a, = g, to spelnia on warunek
n—oo

Cauchy’ego.
Uzasadnienie. Niech € > 0. Dla €/2 zgodnie z warunkiem (L) znajdujemy N takie, ze
la, — g < €/2 dlan > N. Wtedy dla dowolnych n,m > N mamy

|an = am| = [(an = 9) + (9 = am)| < lan — gl + lam — gl <€/2+¢/2 =€

W ten sposéb dla dowolnie wybranego € > 0 znalezliSmy N takie, ze dla n,m > N spelniona
jest nieréwnosé w warunku (C'), to oznacza, ze warunek Cauchy’ego jest spetniony.

Uwaga. Dla ciggdéw liczb rzeczywistych prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne: jezeli
ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego, to ciag (a,) jest zbiezny, tzn. lim a, = g dla pewnego
n—oo

g €R.



9. Przyklad: Ciag a,, = (—1)" nie ma granicy, méwimy, ze jest rozbiezny:

Uzasadnienie. Nie wprost (a.c.), zatézmy, ze ciag ma granice g. Wtedy np. dla e = %
istnieje takie N, ze a, € (9 —€,9+€) = (9 — 5,9+ 3) dlan > N. Wybierzmy ny > N. Wtedy
2ng, 2ng+ 1 > N, wiec

= 1.

1+1
2

|azng = @zng+1] = [(a2n0 = 9) + (9 = @20p41)[ < [(@2ng = 9)[ + [(@zno1 — 9/ < 5
Z drugiej strony

|2ny — A2ng1] = [1 = (=1)| = 2,
uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia.

Wtasnos$ci granicy

10. Tw. (O jednoznacznosci pojecia granicy) Jesli lim a, = g; oraz lim a, = go, to g1 = ¢a.
n—oo n—oo

Uzasadnienie. Zalézmy nie wprost (a.c.), ze g1 # go. Wybierzmy 0 < € < 3|g1 — go|. Wtedy
odcinki I} = (g1 — €, 1 + €)1 Ir = (g2 — €, g2 + €) sa roztaczne. Ponadto z okreslenia granicy
wynika, ze istnieja Ny (w przypadku ¢;) i Ny (w przypadku go) takie, ze a,, € I dlan > N
oraz a, € Iy dlan > N,. Stad a,, € (I; N 13) dlan > N = max(/Ny, Ns), co jest niemozliwe, bo
I, N Iy = (). Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia.

11. Tw. (o operacjach arytmetycznych na ciagach zbieznych). Niech ciagi {a,} i {b,} maja

granice wtasciwa, odpowiednio @ = lim a,, i b = lim b,. Wtedy
n—oo n—o0

1. lim (a, £b,) =axb

n—oo

2. lim (a,-b,)=a-b

n—oo

3. jezeli b #£ 0, to lim % =

an a
n—oo bn b

4. lim (a,)? = lim a”, gdzie p € Z
n—oo n—oo

5. jezeli a = lim a, >0, to lim ¥a, = ar dla dowolnego k € N
n—oo n—oo

12. Tw. (o dwéch ciagach) Jezeli a,, < b, dlan > ng i lim a, = a, lim b, = b, to a < b.

n—0o0 n—oo

13. Tw. (O trzech ciagach). Zatézmy, ze (An) (a, < b, < ¢,) oraz lim a, = lim ¢, = g.
n—o0

n—o0

Wtedy lim b, = g.
n—oo



=1
T
L ]

14. Tw. Jezeli lim b, =0, to lim |b,| = 0.
n—oo

n—oo

Uzasadnienie. Z okreslenia granicy: dla kazdego € > 0 istnieje N takie, ze |b, — 0| < € dla
n > N. Poniewaz |b, — 0| = |b,| = ||bn| — 0], wtedy réwniez ||b,| — 0| < e dlan > N, co
oznacza, ze lim |b,| = 0.

n—oo

15. Tw. Jezeli ciag {a,} jest ograniczony i ciag b, — 0, to lim a,b, = 0.

n—oo

Uzasadnienie. Ciag (a,) jest ograniczony, tzn. istnieje M > 0 takie, ze |a,| < M dlan € N,
Wtedy

|anbn| < M|b,|
—M|b,| < anby < M|by|
lim M|b,| =M -0 =0

n—oo

Stad na mocy twierdzenia o trzech ciagach wynika zadana réwnosc.
Ciagi monotoniczne

16. Def. Ciag (a,) jest niemalejacy, jesli a; < as <az <---<a, < ...

17. Def. Ciag (a,) jest rosnacy, jesli a1 < ag < az < -+ < a, < ...

18. Def. Ciag (a,) jest nierosnacy, jesli a3 > ags > ag > -+ > a, > ...

19. Def. Ciag (a,) jest malejacy, jesli a; > as > ag > -+ >a, > ...

20. Tw. (o istnieniu granicy ciagu monotonicznego i ograniczonego) Jezeli ciag {a,} jest
niemalejacy dla n > ng i ograniczony z gory, to ma granice. Podobnie, jezeli ciag {a,} jest

nierosnacy dla n > ng i ograniczony z dotu, to ma granice.

Ciagi rozbiezne do nieskonczono$ci, granica niewtasciwa

21. Def. lim a, = o0, jesli (ANC € R)(V N e N)(An > N) (C < a,)

22. Def. lim a, = —o0, jeshi (ANC € R)(\V N e N)(An > N) (a, < C)

n—oo



Podciagi

23. Def. Niech (a,) bedzie ciggiem liczb rzeczywistych i niech n; < mny <mz < --- <ngp <...
bedzie ciagiem liczb naturalnych. Wtedy ciag (an, )i jest podciagiem ciagu (ay,).

24. (Granica podciagu) Tw. Jesli lim a, = g oraz ny <ng < ..., to lim a,, =g
n—oo n—o0

25. Wniosek. Ciag, z ktérego mozna wybra¢ dwa podciagi z réznymi granicami
(wlasciwymi lub niewlasciwymi), nie ma granicy.

26. Przyktad: a) lim (—1)""*2" - nie istnieje, b) lim sin %% - nie istnieje.
n—oo n—oo

27. Tw. Jesli (An € N)(a, <b,,) oraz lim a, = oo, to lim b, = 0o

n—oo n—o0

28. Zasady postepowania z nieskonczonosciami:

l.la+oco=ccdla —oc0o<a<o0 2. |laroo=00dlal<a<x
3.]la—o0o=—o0dla—co<a<o0 |4 |a-c0o=-o00dla—oc0<ag<0
5. &z()dla—oo<a<oo 6. ﬁ:oodla0<a§oo
7.1a*=0dla0+<a<1 8. |a®*=xxdlal<a<

9. | cc®=0dla —co < b< 0 10. | oc® = oo dla 0 < b < o0

Wyrazenia nieoznaczone

00 —o00 0-00 % 2 1o 550 0
o0

Uwaga. Wyrazenia w tabelkach sa symbolicznym zapisem odpowiednich faktow, np.

1. g% = oo oznacza, ze w przypadku, gdy nh_g)lo a, =a, 0 <a< oo oraz nh—>nolo b, =0, b, >0dla
n > ng, zachodzi lim 2 = oco.
n—oo "

2. zapis oo — o0 oznacza, ze w przypadku, gdy lim a, = oo i lim b, = oo, to zbieznos¢ ciggu
n—oo n—oo
a, — b, musi by¢ badana inaczej, niz za pomoca twierdzenia o granicy dwoch ciaggow.

29. Przyktad. Niech a € R bedzie ustalong liczba. Wtedy

0, a>1

. n 1, a=1
lim a" =

n—00 0, la] <1

nie istnieje, a < —1



11
— an=(- 1)

30. Tw. Jesli 0 < a, to lim /a = 1.

n—oo

Uzasadnienie. Niech a > 0 i niech {/a =1+ z,,. Wtedy z, > 01
a:(1—{—$n)":1+(?)xn—i—(g):ﬂi%—---jt( ) n> 1+( )xn Stad 0 < z,, < “n 7 ostatniej
nieréwnosci wynika, ze lim x, =0

n—oo

31. Tw. lim /n = 1.
n—oo

Uzasadnienie. Niech /n =1+ z,. Wtedy z,, >0 i
pe (e =15 (et () (o2 1+ (e

2

TL

0<z, < f Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze lim z, = 0.
n—oo

32. Przyktad: hm Y3+ 50 = lim {/5n((2) +1) = hm 5{‘/
n—o0

33. Wazne granice ciggdéw

Stad x2 < £, co daje

Liczba e: ¢, = (1 + %)n, e= lim e,

n—oo

Uzasadnienie, ze granica istnieje

e ciag {e,} jest niemalejacy, sprawdzenie
n+1 n
€ntl _ (1+n_+1) | — <1 1) ((n+2)n) o _
= — 4+ = — —
en (1+2)" n) \ (n+1)
1 1 2 1 n+1 1 1 n+1
14— (n+1) -1 —(1+2) (1 ——
n (n+1)2 n (n+1)2
1 n+1 1 1
1+ — l——-—— =1+ - 1— =1
(0 0-rae) - (3) (-5)

a
Uwaga: nieréwnos¢ > zostata otrzymana w wyniku zastosowania nier. Bernoulliego do

Ve

n+1
wyrazenia (1 — m> .



e ciag {e,} jest ograniczony:
(1) n\ 1 _ nl 1 1m-k+)n—k+2)(n—k+3)...n
k)nk  (n—Ek)k!nk Kk nk
Lok o=y (2L
k! n n n
DY o (MY (MY (M) (M A
n) \0 1)n 2 ) n? 3/)n3

11 1 1 2 1 1 k—1
1+u+mofn>+mofn>G—n>+m+m<p-n >

RS 1 L
ottt Tt <

11 1
I+l4o+t gt gttty S1+1+1=3

w przedostaniej nieréwnosci skorzystalismy z nieréwnoéci 2"t < nl, An > 1.

Inne (réwnowazne) okre$lenie liczby e:

Uzasadnienie istnienia granicy powyzszej granicy. Przyjmujemy
_q 11 1 1
fn= +ﬂ+i+§+---+a,

e ciag {f.} jest niemalejacy (oczywiste)

e ciag {f.} jest ograniczony: dowdd jak dla e, (dwie ostatnie nier6wnosci),
fn<1l+1+1=3

e zachodzi e, < f,, A\.

n

Whiosek: istnieje granica f = nh_}rglo fnie<f
e dla podciagdéw {e,s} i {fni1} zachodza nieré6wnosci
ey =141+ g(l=m)+ Aty -5 (-2 (=) +... >
@+%+%+§+u”+%+”fﬁﬁﬁ)u—%fzﬂl—%fhﬂz
1
(=) ] fn

1
1

e przechodzac do granicy otrzymujemy e = lim e,s > lim [(1 — —2)n }; foo1=1f

n—00 Nn—00 n



Whiosek: e < fie> f, stad e = f, co nalezalo udowodni¢.

34. Przyktady:

a) | lim Y =00, gdziea>1,keN
n—oo
b)

. ! .
lim % = oo, gdzie a > 0
n—oo

(@]

) lim sint =0
n—00 n

d) | lim nsin% =1
n—oo

€) | lim (14+1)" =e, e=2731... - stala matematyczna
n—oo

) | lim nln (1+ 1) =1, gdzie In(-) = log,(+)
n—oo

) | lim nlog, (14 1) =log, e, gdzie a > 0,a # 1
n—oo

Uzasadnienie

a) Niech a =1+ y, y > 0. Wtedy ze wzoru Newtona dla n > k otrzymujemy

n n n n
a"=(1+y)" =1+ (1)y1+(2)y2+---+(k+1)yk“+~--+(n)y">

(k:l_l)yk+1 _ (kj_l)l _yk+1-n(n—l)(n—Z)...(n—k;)

Zauwazamy, ze

w1 n(n—=1)(n—-2)...(n—k)

lim ——— -
nooo (k+ 1)1 Y e

1 ol 1 1 2 k B
CES] Y nh_}rg(l—n) (1—n>...<1—n n = oo,

———

=C

stad wynika zgdana granica.

b) Wybieramy ng takie, ze a® < | %] dla n > ng (|- - czes¢ catkowita liczby). Wtedy zachodzi

<[5 e <[5lez e <|3] *<[5)+15)
a<b+,a<2+,a<2+3,...,a<2+2.

Zauwazamy, ze

0 ol <on (3]0 (3] 49 (3] 9 (3] 3))




Dla wyrazenia po prawej stronie zachodzi nieréwnosé

@ (3140319319 (31 + ) <
(31015 +9)- (3 +9) =00

(réwnosé, gdy n jest parzyste i nieréwnosé, gdy n jest nieparzyste)

Stad

Ostatecznie

Z—i:(1‘2'3““‘(@—1)'@)‘
(5] (5] +2) (5] +8) - mnm) 2

¢) prawdziwa jest nieréwnosé

(*) cosxgs’lﬂgl
x

dla 0 < x < 7. Uzasadnienie:
pole wycinka kota OAB=13-1-2 =2

tg x
pole AOAC:%OA-AC’:%-I-tgx:gT
Poniewaz

pole AOAB < pole wycinka kota OAB < pole AOAC,

zachodzg nieréwnosci
sine <z <tgx

Z tej nieréwnosci po prostych przeksztalceniach otrzymujemy (x).



Z nieréwnosci (x) wynika, ze
1 1

0<sgin — < —
n-n

dla n € N. Istnienie i wartos¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciagach.

d) z nieréwnosci (%) mamy

1 / 1 1
cos — =4/1—sin?= < nsin — < 1.
n n n

Istnienie i warto$¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciggach.

f) Pamietamy, ze ciag e, = (1 + %)n ma nastepujace wlasnosci
1. e, jest niemalejacy
2. 1<e,<e, AneN

3. lime, =c¢
n—oo

Zastosujemy metode nie wprost (a contrario). Zakladamy, ze istnieje € > 0 takie, ze dla
nieskonczenie wielu n, wyrazy nln (1 + %) = Ine, lezy poza przedzialem (1 — ¢, 1), tzn.

1
nln (1 + —) < 1 — ¢, dla nieskonczenie wielu n € N
n
Stad
1\" 1— . , .
e, =14+ —| <e ¢ dlanieskonczenie wielu n € N
n

Ostatnie stwierdzenie nie moze byé prawdziwe, bo ciag e, — e = e!. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia.

g) Wystarczy zauwazy¢, ze

Inz
1 =— =1 (1
0g, % Ina (Inz) - (log, €)

dla z > 0.



35. Korzystajac z definicji granicy wtasciwej ciggu uzasadnic, ze

In2 4+ 1
1imn—+:3
n—oo n

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

3 AV A _V9”n?+1_

e>0 ng n>ng

3 <e

Zaczynamy od analizy wyrazenia w , tu celem jest znalezienie prostszego wyrazenia
szacujacego je od gory

\/9n2+1_3_‘\/9n2+1—3n 1
n

n(vIn? + 1+ 3n)

< 1
~ 6n?

n

1 1
<
n(vn? +1+3n) ~ n(3n+3n)

Niech teraz € > 0. Dobieramy liczbe ng taka, ze

1 <
— < €
2 )

np. mozna wzact ng = \/—167 + 1. Teraz zauwazamy, ze dla n > ny zachodza nieréwnosci

1 1 Von? +1
€>—5 > — > |——— =3,
6ng  6n n

co dowodzi prawdziwosci zdania .
36. Korzystajac z definicji granicy wtasciwej ciggu uzasadnié¢, ze
nh_)rglo log,,15=0

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

(4) /\\/ /\ |10gn+15—0 <€

e>0 ng n>ng

Niech teraz € > 0. Przechodzimy do wskazania liczby ny. Na wstepie zauwazamy, ze dla
n > ng zachodzi nieréwnoéé

log,, 119 >log, 15
Stad przyjmujac ng takie, ze

log, 19 =¢€, czyling= 5e —1
otrzymujemy

€ =log, 15> logn+15—O’ .

co dowodzi prawdziwosci zdania .



37. Korzystajac z definicji granicy niewladciwej ciggu uzasadnié, ze

1
I
d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

5 AV A Mz

M ng n>ng

= —OQ.

Wystarczy rozpatrywaé M < 0 (dlaczego?). Przechodzimy do wskazania liczby ng. Na
wstepie zauwazamy, ze dla n > ng zachodza nieréwnosci

3> /3> 1,
skad
1 1
<
1-/3 1— "3

Dalej przyjmujac ng takie, ze

1
—— < M,
1— "3

czyli

1 M—-1
V3i<l—— =
V3 M M
1

> -
M—1
log, S

no

otrzymujemy
1 1
M > > )

L— V3 3

dla n > ng, co dowodzi prawdziwosci zdania .

38. Niech a,, = \%137“ + %STH 4+t %/ﬁ Udowodnié¢, ze nlglgo a, = 1.

d-d. Okreslamy pomocnicze ciagi

On

n n
B Ind+n’ fo = vnd3 +1

Zauwazamy, ze
n 1
lim o, = lim —/———= = lim —= =1
n—oo ' n—oo 3 +n n—00 3/1+L ’
n2

podobnie lim £, =1
n—oo

n n
= < 4, < f =

Vnd +n Vnd +1

Teraz wystarczy zastosowaé twierdzenie o trzech ciggach, skad otrzymujemy lim a, = 1.
n—oo



39. Niech a1 =2, a,4+1 = V6 + a,,. Udowodni¢, ze lim a, = 3.

n—oo
d-d. Spostrzezenie

e ciag {a,} jest niemalejacy.
Uzasadnienie: 2 = a; < /6 + 2 = ay. Zaktadamy, ze a,, < a,.1. Wtedy dla n + 1 mamy:

Qpy2 — Apt1 = \/6 + Qpy1 — \/6 +a, =

(V6 4 ans1 — V6 +an) (V6 + a1 +v6+a,)
V6 + ani1 + 6+ a,

Up4+1 — Ap Z 0
\/6 + Ap1 + \/6 + ap

Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi na podstawie zatozenia indukcyjnego. Teraz z zasady
indukcji wynika teza naszego zadania.

e ciag {a,} jest ograniczony, 2 < a,, < 3 dla wszystkich n € N.
Uzasadnienie:

1. 2=a; < a, An, bo {a,} jest niemalejacy

2. zakladamy, ze a,, < 3, wtedy dla n + 1 zachodzi a,+1 = /6 +a, < V6 +3 =3. Na
mocy zasady indukcji a, <3 An €N

e poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy i ograniczony, posiada granice g
e wyznaczenie g:

g=lim anpy = lim VE+a,=+6+g

g =6+9, g1=-2 92=3

rozwigzanie ujemne odrzucamy, wiec g = 3

40. Tw. (o dwdch ciagach) Jezeli ciagi {a,} i {b,} spelniaja warunki

1. a, <b, dla kazdego n > ng

2. lim a, = oo,
n—oo

to lim b, = oc.
n—oo

41. Tw. Jezeli ciagi {a,} i {b,} spemiaja warunki

1. a, <b, dla kazdego n > nyg
2. lim b, = —o0,
n—oo

to lim a, = —oc.
n—o0



