Wyktlad: badanie funkcji

Definicja. (ekstrema lokalne funkcji)

1. Funkcja f ma w punkcie ¢y € R minimum lokalne, jezeli

V A f@) = fxo)

6>0z€S(x0,0)

2. Podobnie, funkcja f ma w punkcie zy € R maksimum lokalne, jezeli

V A f@) < fxo)
0>0z€S(x0,0)
Uwaga. Maksima, minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.
Twierdzenie. (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f ma

1. ekstremum lokalne w punkcie xg,
2. pochodna f'(x¢),

to f'(zo) = 0.

Definicja. (punkty krytyczne funkcji) Punkt zy nazywamy punktem krytycznym funkcji f, jezeli f/(z¢) =0
albo f/(zo) nie istnieje.

Uwaga. Kazdy punkt niecigglosci funkcji jest jej punktem krytycznym.
Fakt. (o lokalizacji ekstremum funkeji) Funkcja moze mieé ekstrema lokalne tylko w punktach krytycznych.
Twierdzenie. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f spelnia warunki
1. f jest ciagla w xg,
2. f jest rosnaca w S(zy ,d) oraz f jest malejaca w S(zg,9),
to w punkcie zg funkcja f ma maksimum lokalne.

Twierdzenie. (I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f spelnia warunki

1. f/(xo) = 0,

Qyo{

to w punkcie xy ma maksimum lokalne.

dla kazdego x € S(zg ,0)

f'(x) =0 0:9);
! 0 dla kazdego x € S(z{,6),

f'(x)

2
<

max. lok. minlok

rys. Ekstrema lokalne funkcji jako konsekwencja zmiany znaku jej pochodnej

Twierdzenie. (II warunek wystarczajacy istnienia ekstremum) Jezeli funkcja f spelnia warunki:
L f'(zo) = f"(wo) =+ = f7 V() = 0.

2. f™(x) <0,



3. n jest liczba parzysta, gdzie n > 2,
to w punkcie o mamaksimum lokalne.

Uwaga. Jezeli zalozenie 2. twierdzenia ma postaé f(™) (z9) > 0, to funkcja ma w punkcie x¢ minimum lokalne.
Natomiast, jezeli zalozenie 3. ma postaé ”n jest liczba nieparzysta”, a zalozenie 2. postaé f() (z9) # 0, to
funcja w punkcie xy nie ma ekstremum lokalnego.

Definicja. (ekstrema globalne) Funkcja f ma ekstremum globalne (minimum lub maksimum) w zg € [a, b],

jezeli A f(x) < f(zg) w przypadku maksimum lub A f(z) > f(xzo) w przypadku minimum.
z€a,b) z€[a,b]

Algorytm szukania ekstreméw globalnych funkcji na przedziale domknietym

Niech funkcja f bedzie ciagla na przedziale [a, b] i niech ma pochodng wlasciwa lub niewlasciwg poza
skonczong liczbg punktéw tego przedzialu. Ponadto niech funkcja f ma skoniczona liczbe puntéw krytycznych.
Ekstreméw globalnych tej funkcji na tym przedziale szukamy postepujac wedlug algorytmu:

1. znajdujemy punkty krytyczne ¢q,co,cs,. .., ¢, funkcji f na przedziale (a,b),
2. obliczamy wartosci funkeji f na koficach przedziatu [a,b] oraz w punktach krytycznych,

3. sposrdd liczb f(c1), f(ca), f(c3), ..., f(cn) wybieramy najmniejsza i najwieksza. Beda to odpowiednio
minimum i maksimum globalne funkcji f na przedziale [a, b].

f'(ca) nic istnicje
max.

rys. Ekstrema globalne funkcji na przedziale
Funkcje wypukte

1. Funkcja f jest $cidle wypukla w dot na przedziale I, jezeli

AN FO@ = Nm2) < M) + (- N f().

[z1,22]CT 0<AL]

Geometrycznie funkcja jest Scisle wypukta w dét, gdy kazdy odcinek siecznej lezy wyzej niz cze$¢ wykresu
taczaca punkty, przez ktore przechodzi sieczna.

Rys. 6.2.1. 1
2. Funkcja f jest SciSle wypukla w gore na przedziale I, jezeli

A N\ Oz (= Nae) > M) + (1= ) f ().

[zl,wz]CI 0<A<1

Geometrycznie funkcja jest Scisle wypukta w gore, gdy kazdy odcinek siecznej lezy nizej niz cze$¢ wykresu
taczaca punkty, przez ktore przechodzi sieczna.



A

Rys. 6.2.1

Uwaga Jezeli w powyzszych definicjach zamienimy nieréwnos¢ ostra na nieréwnoé¢ staba, to bedziemy mdowic

poprostu funkcja wypukta w dét lu w gore.

Twierdzenie. (warunek wystarczajacy wypuklosci) Niech I bedzie dowolnym przedziatem. Jezeli dla kazdego

x € I funkcja f spelnia nieréwnosé:

f"(z) > 0, to jest $cisle wypukla w dét na I,

f"(x) >0, to jest wypukla w dét na I,

!’

Uwaga.

wypuklej w gore.

Punkty przegiecia Punkt (xq, f(x¢)) nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze funkcja f jest Scisle wypukla w dét dla © € (zg — §,x0) 1 wypukla w gére dla

x € (xg, 29 + 9) albo jest odwrotnie.

Pochodne a wykres funkcji

1

2 ()

3. f"(x) <0, to jest $cisle wypukta w gére na I,
4. f"(x) <0, to jest wypukla w gére na I,

Jezeli f”(x) > 0 dla kazdego x € I, przy czym réwnoéé f”’(x) = 0 zachodzi jedynie dla skofczonej
liczby punktow z przedziatu I, to funkcja f jest Scidle wypuklta w dot. Podobnie jest dla funkcji scisle

/! f" £ Wiasnosci funkceji Wykres
flx)y>0 | f"(x)>0 rosnaca i wypukta w dot
fx)y>0 | f"(x)<0 rosnaca i wypukla w goére
f(x)<0 | f"(z)>0 malejaca i wypukla w dét
fx) <0 | f"(z) <0 malejaca i wypukla w gére
f'(z0) =0 | f"(z9) >0 minimum lokalne wtasciwe
f'(xo) =0 | f"(x9) <0 maksimum lokalne wlasciwe f\
(o) =0 | f"(x09) £ 0 punkt przegiecia 7l

Badanie funkcji - podstawowe czynnosci:

1. Ustalenie dziedziny funkc;ji.

2. Wskazanie podstawowych wlasnosci funkcji:

ES

*b. okresowo$é,

*

c. miejsca zerowe,

a. parzystos¢ lub nieparzystosc,




d. ciaglosé.
3. Obliczenie granic lub wartosci funkcji na ”krancach” dziedziny.
*4. Znalezienie asymptot pionowych i uko$nych.
5. Zbadanie pierwszej pochodnej funkcji:

wyznaczenie dziedziny pochodnej i jej obliczenie,

wyznaczenie punktéw, w ktérych funkcja moze mieé¢ ekstrema,

a.
b
c. ustalenie przedzialéw monotonicznosci funkeji,
d. ustalenie ekstremow funkeji,

e

obliczenie granic lub wartosci pochodnej na ”krancach”jej dziedziny.
6. Zbadanie drugiej pochodnej funkcji:
wyznaczenie dziedziny drugiej pochodnej i jej obliczenie,
wyznaczenie miejsc, w ktorych funkcja moze mieé¢ punkty przegiecia,
ustalenie przedzialow wypuklodci,

wyznaczenie punktéw przegiecia wykresu funkcji,

® 20 TP

obliczenie pierwszej pochodnej w punktach przegiecia,

7. Sporzadzenie wykresu.

* ~ czynno$ci wykonywane w drugiej kolejnosci.
Przyktad 1.
—xIn(— dla z <0
|z|In|z] dlaxz#0 zln(-z) e
fz) = =30 dla z =0
0 dlaz=0
zlnzx dlax >0
1. D=R

2. lim f(z) = o0, lim f(z) =0, lim f(z) = o0

f(z)

x

f(z)

T

= —o00, lim = 00 - nie ma asymptot uko$nych

T—00

3a. Asymptoty ukoéne y = ax +b: a: lim

T—r—00
3b. funkcja jest ciagta dla wszystkich x € R, nie ma wiec asymptot pionowych

4. pochodna
iy J—In(=r)-1 dlaz<0
Jla) = {ln(m) +1 dlaz >0
F.(0) = o0, F1(0) = —o0

5. f/(x) = 0: f'(—e"1) =0, f(e”) =0
6. f"(x)

-1 dlaz<0
17" _ T
f(x)_{l dlax >0

x

" (x) > 0dlax #0.
Zapisujemy otrzymane informacje w tabelce ponizej

T —00 -1 —e ! 0 e !

1 0
7@ + [#| + 1+ + [+ [+ + [+][+][+
1 (x) - —1—-1 0 |+ - 0 |+ |+ ]|+
flz) | oo 0 00

Twierdzenia o warto$ci $redniej.



1. Twierdzenie Rolle’a. Jezeli funkcja f spelnia warunki:
1. jest ciagla na [a,b],
2. ma pochodng wlasciwg lub niewlasciwa na (a,b),
3. fla) = f(b),
to istnieje punkt ¢ € (a, b) taki, ze f'(c) = 0.
2. Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli funkcja f spelnia warunki:
1. jest ciagla na [a,b],

2. ma pochodng wlasciwa lub niewlasciwa na (a,b),

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f'(c) = W.

3. Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli funkcje f i g spelniajg warunki:
1. sa ciagle na [a, b],
2. maja pochodne wlasciwe lub niewlasciwe na (a,b),
3. ¢'(x) # 0 dla kazdego z € (a,b),

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze 5:8 = %.

Regutla I’'Hospitala obliczanie granic w przypadku wyrazen nieoznaczonych

1. Twierdzenie (regula de 'Hospitala dla nieoznacznosci %). Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:

1. lim f(z) = li)m g(x) =0, przy czym g(x) # 0 dla x € S(zp),
x To

TrT—IQ

)
2. istnieje granica lim £ (2) (wladciwa lub niewlasciwa),

r—xo 9’ (z)
to istnieje

lim = = |
wwo g(z) | eme g/ (@)

fl) o (@)
g

2. Twierdzenie (reguta de I'Hospitala dla nieoznacznosci <2). Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

1. lim f(z) = lim g(z) = oo,

T—rT0 T—rT0

)
2. istnieje granica lim £ (z)
’ T—T0 g’ (x)

(wlasciwa lub niewlasciwa),

to istnieje

lim S = |
v g(a) | oo ¢'(2)

fl) @)
g

Uwaga. Regula de 'Hospitala jest prawdziwa takze dla granic jednostronnych oraz dla granic w —oo lub oco.

Przyktad 2. Obliczy¢ podane granice

Inx (Inz) 1/

a) lim — = lim ——— = lim =0,
T—00 I T—$00 (1’)' z—o0 1
———
Insin x . (lnsinz) . (sinz)'/sinz ) cosx/sinx

= lim cos’z =1,

+50+ In tgr o0t (Intgz) w0t (tgr) /tgr w0t (1/cos?z)-cosx/sinz  =—0+

e:c + 1 (ezzz + 1)/ x ez ! ez ea:)/ ew
¢) lim = lim = lim — = lim = lim — = lim = lim — = oo.
T—00 I T— 00 (x?’) z—00 312 T— 00 (31‘2)’ z—o00 61 T— 00 (61‘)’ z—00 6

Tozsamo$ci zmieniajace rodzaje nieoznaczonosci



Nieoznaczno$¢ | Stosowana tozsamosé | Otrzymana nieoznaczonosé
; i 0 3
00 fr9=71 5 o lub =
_ _ . 1/9—-1/f 0
20— o0 f=9= ") -
1%, 00?, 0° f9=es7 g lub 0-00

Rozwiniecie Taylora funkcji (wzér Taylora)

Zalozenie
e f:]a,b] = R jest ciagla

e istnieja pochodne f'(z), f"(x), ..., f*+)(z) dla z € (a,b)
Wtedy dla kazdego x, g € (a,b), zachodzi

_ _ 2 _ 3 _ n
F(@) = flzo) + w o) + % (o) + % F7(20) + -+ % £ () + Ry
(z—20)") i)
R, = Wf (€), dla pewnego § € (zo, )
Zastosowanie

1. wykorzystanie do przyblizonych obliczen - przyblizenie wielomianowe rzedu n funkcji f(z)

f///(xo) 4t (.T - :U(])nf(n) (xo)

n!

(.’E — 1'())3
3!

(.’E — 1}0)2
2!

((E — 1'())

1 1" (wo) +

f(x) = f(zo) + f'(@o) +

btad przyblizenia: R,, = %ﬂ”“)(f) dla pewnego & € (9, x)

Przykltad 3. rézmiczka f(z) =~ f(xo) + f'(20)(x — zg) - przyblizenie I rzedu
Przyklad 4. f(z) =sinz, |f+D(z)] < 1. Stad

(x —x0) ™D (b—a)tD

Bl = =0 = g

— 0,

dla zg, z € (a,b), gdy n — oco.
Przyklad 5. f(z) = e, |f("D(2)| = e®. Stad

({E — xo)(nJrl) o

e (b—a)(nﬂ) b
(n+1)! - (n+ 1)

|Rn| § e 4)0,

dla zg, z € (a,b), gdy n — oo.
Definicja. (funkcje pierwotne) Funkcja F' jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale I, jezeli
F'(z) = f(x) dla kazdego z € I.
Twierdzenie. (podstawowe o funkcjach pierwotnych) Niech F' bedzie funkcja pierwotna funkcji f na
przedziale I. Wtedy
1. G(x) = F(x)+ C, gdzie C € R jest funkcja pierwotng
2. kazda funkcje pierwotna funkeji f na I mozna przedstawi¢ w postaci F(z) + D, gdzie D € R.
Uwaga. Powyzsze twierdzenie méwi o postaci funkcji pierwotnych dla ustalonej funkcji. Funkcje pierwotne
maja postaé F(x) + C i tylko takie sa funkcjami pierwotnymi.

Twierdzenie. (warunek wystarczajacy istnienia funkcji pierwotnej) Jezeli funkcja jest ciagla na przedziale, to
ma funkcje pierwotna na tym przedziale.



Uwaga. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarng. Np. pierwotne funkcje

1 2 €% sinx
e )
T

_x n . 2 .
, = Vsinz, sina?, Vrsinz,

Inz’
nie sa funkcjami elementarnymi.

Definicja. (calka nieoznaczona) Niech F' bedzie funkcja pierwotnag funkeji f na przedziale I. Calke
nieeznaczong funkeji f na przedziale I nazywamy zbiér funkcji {F(z) + C' : C € R}. Calke nieoznaczona

funkcji f oznaczamy przez
/ f(z)dx

Fakt. (pochodna calki nieoznaczonej, catka nieoznaczona pochodnej)

1. Niech funkcja f ma funkcje pierwotna na przedziale I. Wtedy dla kazdego x € T

1@ dm]/ ~ f(@)

2. Niech funkcja f ma pochodna na przedziale I. Wtedy dla kazdego x € I

/ f(2)ds = f(z) + C, sdsie C R

Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

1. [0de=CdlazeR

2. fa:"dzzfln;:ll +CdlaneNU{0},zeR

3. [aPde = f:rll +Cdlape{-2,-3,—4,...}, 2 € (—00,0) lub = € (0, 00)
4. [a%de =2+ Cdlaa€R\Z

5. [% =In|z[+ C dlaz € (—00,0) lub z € (0, 00)

6. [a®dz = +Cdla0<a#1lorazzeR

7. [e"de =e"+CdlazeR

8. [sinzdx = —cosz+C dlaz eR

9. [coszdx =sinz+C dlaz e R

10. [ =% = —ctgz + C dla z € (km, (k+ 1)7), gdzie k € Z

11 [ 22 =tgr+C dlax € (% +km, % +kr), gdzie k € Z

cos? x

12. 1_‘11;2 =arctgr+CdlazeR

13. [ \/ldf7 =arcsinzx +C dlaz € (—1,1)

14. [shadz =chz+CdlazeR
15. [chadr =shz+C dlaz eR

16. f de —ctghaz + C dla x € (—00,0) lub z € (0,00)

sh2x

17. [-% =tghx+CdlazeR

ch?z

18. [ L& dr =1n|f(x)|+C dlaz e R




Twierdzenie. (o liniowosci calki nieoznaczonej) Niech funkcje f i g maja funkcje pierwone oraz niech «,
B € R. Wtedy

[t +poands=a [ sz + 5 [ gla)da.
Twierdzenie. (o calkowaniu przez czeéci) Jezeli funkcje f 1 ¢ maja ciaglte pochodne, to

/ F(2)g/ (2)dz = F()g(x) — / F(@)g(2)d.

Twierdzenie. (o calkowaniu przez podstawienie) Jezeli
1. funkcja f: I — R jest ciagla na przedziale I
2. funkcja ¢ : J — I ma ciagla pochodna na przedziale J,

to

[ t@do = [ ow)s @it = Flotw) + .

gdzie F' jest dowolng funkcja pierwotng funkcji f oraz C' € R.



