Zagadnienia omawiane na wykladzie w dniu 05.12.2023r.

Calkowanie wyrazen wymiernych

U(IL’) = amxm + am—ll'm71 + am_gl‘m72 + -+ arixz + ao,
V(2) = bpa™ + by 12"t + by 0z 2+ byz + by

Zalozenie: n > m.

Przyklad 1. Dlaczego zakladamy, ze n > m, wyjadnia przyktad
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Calkowanie ulamkéw prostych I rodzaju
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Calkowanie ulamkéw prostych II rodzaju
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2. przypadek n > 1

a) Wzor rekurencyjny
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Algorytm calkowania funkcji wymiernych

1. Funkcje wymierna zapisujemy w postaci sumy wielomianu W (x) (byé¢ moze zerowego) i funkcji wymiernej

wlasciwej.
Uz) _ Ui(x)
Vo) = W(z) + Vi &)’ st(Uy(z)) <st(Vi(z)), st(W(z)) > 0.

2. Mianownik funkcji wymiernej wlasciwej rozkladamy na czynniki liniowe i kwadratowe nierozkladalne.

V(z) = ana" + an_w”‘l + an_gx"_Q + -+ alxl +ag=
an(r —a1)™ (2 — ag)™(x —ag)™ -+ - (z — ag)™
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3. Zapisujemy rozklad (teoretyczny) funkcji wymiernej wlagciwej na sume utlamkéw prostych pierwszego i
drugiego rodzaju.
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4. Znajdujemy nieznane wspolczynniki tego rozkladu.
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5. Obliczamy calki poszczegélnych sktadnikéw rozkladu funkcji wymiernej, tj. wielomianu i utamkow

prostych.
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Calki nieoznaczone postaci [ sin” z cos™ zdz i [ sinaz cos brdx

Przydatne wzory

sin(a + ) = sinacos 8 + sin B cos a
cos(a =+ ) = cosacos B £ sin asin 3
2sinacos B = sin(a + B) + sin(a — 3)
2cosacos f = cos(a+ B) + cos(a — )
2sinasin 8 = cos(a — ) — cos(a + )



Zadanie 2.

a) [sin®zdz,

d) [ sin2x cos4xdz,

b) [sinzcos®zdz,

e) [ sinzsin3zdz,

c¢) [sin®zcos* xdz,

f) [ cos% cos du.

Calkowanie funkcji postaci R(sinx,cosx), gdzie R(u,v) jest wyrazeniem wymiernym

Warunek Podstawienie | Przedstawienie funkcji | Rézniczka
_ — 3 — 2 — _—dt
R(-u,v)=-R(u,v) t=cosx sine =+v1—t dv = 755
— — o _ 2 __ _ dt
R(u,-v)=-R(u,v) t=sinz cosz =+v1—t dx = A
; t
sinz = 7=
_ _ _ _dt
R(-u,-v)=R(u,v) t=tgx dr = 14
cosx = 11+t2
sinx = 142-tt2
: 4z _ 2dt
R- dowolna funkcja | t = tg 5 de = %
2
cosx = %
Zadanie 3.
dz sin* z dx dz
CL) f sin x+cos x’ b) f cosz C) 1+4 cosx’
(2sinz+3 cos z)dx dz tg 2z dx
d) f sin? 2 cos z+9 cos3 6) 1+tga? f) tgx

Calkowanie funkcji z niewymierno$ciami

Calki postaci [ R(z,vVa? — 2?)dz, [ R(z,Vz? + a?)dz, [ R(z,Va? — a?)dz, gdzie R(u,v) jest wyrazeniem

wymiernym

Warunek Podstawienie | Przedstawienie funkcji | Rozniczka

R(z,vVa? — x?) T = asint VaZ — 22 = g cost dr = acostdt

R(z,Va2—a?) [T =acosht | 702 _ g ginh¢ | 4o =asinhtdt

R(z,V/22 +a2) | T =0 sinht |\ /25707 = cogh ¢ dz = a cosh tdt
Zadanie 4.
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