Zagadnienia omawiane na wykladzie w dniu 12.12.2023r

Calki oznaczone
Oznaczenia
Podzial P przedziatu [a,b]: a =xg <21 <zp <3< - <xp=0>

Srednica podziatu P: §(P) = o max Az, gdzie Axy, = 241 — 2k, k=0,1,...,n— 1.
= _n_

Wybér punktéw posrednich {z}} w przedziatach [zy, zpi1]: 2x < 2f < 2pq1, £=0,2,...,n—1

£y £ Thwl & L1 bwz,

A A
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Rys. 8.1.1. Podzial odcinka i punkty poérednic

Przyjmujemy:
my =inf{f(x): o <z < w1}, My =sup{f(z): o <z <zp41}, k=0,1,2,...,n— 1.
Zauwazamy, ze my, < f(xf) < My, k=0,1,2...,n—1.

Sumy caltkowe:

suma dolna catkowa S(f, P) = Y miAxg
k=1

suma gérna catkowa S(f, P) = Y. MiAxy
k=1

suma catkowa S(f, P) = En: flag)Axy,
k=1

Zauwazamy, ze

S(f,P) < S(f,P) < S(f.P)

Rys. 8.1.2. Aproksymacja p« la trapezu krywolinioweg:

Definicja (catka oznaczona Riemanna)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b]. Jezeli istnieja granice

n n

lim mpQAzy, 1 lim MpAxy,
6(P)—>0k 1 6(P)—>Ok 1



b
oraz sg sobie rowne, to ich wspélng warto$¢ oznaczamy symbolem [ f(z)dz, czyli
a

b
7f
/f( )dx 6(21202mkAxk = gHOZMkA:ck

i nazywamy calka Riemanna. Liczby a i b nazywamy odpowiednio dolna i gorna granica catkowania. Ponadto
przyjmujemy

/af(x)dx =
/af(m)dx:—/bf(x)dx
b a

Definicja ré6wnowazna

Definicja (catka oznaczona Riemanna)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a,b]. Calka oznaczona Riemanna z funkcji f na przedziale
b

la, b] nazywamy liczbe, ktéra oznaczymy symbolem [ f(z)dz i definiujemy wzorem
a

b
/f(x) d:fé(gm Zf (x3)Axy

o ile po prawej stronie znaku réwnosci granica istnieje oraz nie zalezy od sposobu podzialéw P przedziatu [a, b]
ani od sposobéw wyboru punktéw posrednich zj, gdzie 1 < k < n.
Funkcje, dla ktorych istnieje catka Riemanna nazywamy funkcjami catkowalnymi.

Twierdzenie (warunek wystarczajacy caltkowalnosci funkeji)
Jezeli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b] i ma na tym przedziale skonczona liczbe punktéw
nieciaglosci pierwszego rodzaju, to jest na nim calkowalna.

1. Obliczanie calek przy pomocy sumy caltkowej podziatu réwnomiernego:

b;a§f< a)]

2. Interpretacja geometryczna catki Riemanna - pole powierzchni pod wykresem.

n—oo

b
f(z)dz = lim [



Rys. 8.1.3.

3. Calka oznaczona z funkcji wektorowej

Przyklad 1. Punkt materialny porusza sie na plaszczyznie z predkoscia 9(t) = (v1(¢),v2(t)), to <t < t.
Niech xg i x, beda polozeniami odpowiednio w chwili poczatkowej ¢ i koncowej ti. Wtedy

tr tr ty
XE = X0 + /U(t)dt =x0 + /vl(t)dt,/vg(t)dt
to to to

4. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego
Zal.

1. f(z) jest funkcja ciagla i F(z) = [ f(z)dx jest funkcja pierwotna funkeji f(x).
Wtedy

Oznaczenie: F(b) — F(a) = F(X)|® = [F(x)]%.
5. Metody obliczania calek oznaczonych

a) catkowanie przez czesci: fbf(z)g’(z)dx = f(z)g(z)b — fbf’(x)g(x)dz.

a

b g9(b)

b) catkowanie przez podstawienie: [ f(g(t))g'(t)dt = [ f(z)dx.
a g(a)

(nalezy zwrdcié uwage jak zmieniaja sie granice catkowania)

1
Przyktad 2. [zvz +1dz, z=Vax+1, 2 =27 -1, de = (2% — 1)'dz = 2zdz (tu g(z) = 2* — 1),
0

zmiana granic calkowania: 2 =0 =z =1, 2 =1 — 2 =/2
1 V2 V2 5 5 V3
/x\/x—i—ldx: /(22 —1)-z-2zdz = /224—222dz: {525 — 37:3] =...
1
0 1 1

6. Twierdzenia o catkach oznaczonych
b b

b
a) [af(z)+ Bg(x)dr =a [ f(z)dx+ B [ g(x)dx

b) jezeli funkcja f(z) jest calkowalna i funkcja g(x) rézni sie od f(x) tylko w skoniczonej liczbie punktéw
b b
przedzialu [a, b], to funkcja g(z) jest calkowalna i [ f(z)dz = [ g(z)dz

b c b

¢) [ flx)dx = [ f(z)dx+ [ f(z)dx

a a c



b b
d) jezeli f(z) < g(z) dla x € [a,b] i funkcje f(x) i g(x) sa calkowalne, to [ f(z)dx < [ g(z)dx
w szczegblnodei: jezeli m < f(z) < M dla z € [a,b], to

m(b—a) < /f(x)dm <M((b-—a)

/bmdx = [mx]® = m(b - a), /bMda: =M(b—a)

e) jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b], to zachodzi nieréwnosé

/bf(x)dx S/blf(x)ldx

7. Warto$é¢ srednia calki

b
fu= s [ S0

Przyklad 3. Niech moc pradu dostarczanego do urzadzenia wynosi P = P(t), to < t < t;. Energia
tk L

elektryczna dostarczona do urzadzenia w przedziale czasu [to, t] wynosi W = [ P(t)dt. Srednia wartos¢
to

tk
energii dostarczanej w jednostce czasu wynosi: Wy, = ﬁ J P(t)dt
to

Przyklad 4. Niech punkt materialny porusza si¢ po prostej z przyspieszeniem a = a(t), top < t < t;. Predkosé
t

punktu materialnego w chwili ¢ wynosi zatem v(t) = vo + [ a(z)dz, gdzie vy jest predkoscia punktu w chwili
to

2 tk
poczatkowej tg. Srednia warto$¢ przyspieszenia: ag = U(tt:lzovo = tki - tf a(t)dt
0

8. Funkcja gornej granicy calkowania

Niech f bedzie funkcja calkowalna na przedziale [a,b]. Okreslamy funkcje
T
Flz) = / F(t)dt dla z € [a,b]
Wtasnosci F(x):
1. F(a)=0

2. F(x) jest funkcja ciagla.

Uzasadnienie:
x+h x+h
Pla+h) - F@)l =| [ s < [ 1< a-n,

gdzie M = sup |f(z)]
a<z<b
Stad wynika, ze jezeli h — 0, to F(x + h) = F(z).

3. Jezeli f jest ciagla w punkcie g € [a,b], to istnieje pochodna F'(z) i zachodzi réwnosé

F(ao) = 5 [ f(00dtle, = F(a0)



Uzasadnienie: zauwazamy, ze

1 xo+h 1 xo+h

= / Floyde = / (F(6) — flao))dt + f(zo).
Stad

F h) - F p

NP0 gy = 1 [ (60— s

Poniewaz funkcja f jest ciaglta w g, dla dowolnego € > 0 istnieje & > 0 takie, ze dla h spelniajacych
nieréwnosé |h| < ¢ zachodzi

[£(t) = flxo)| < e
dla dowolnego t € (g — h,xo + h). Stad wynika. ze

zo+h
1

— |5 [ - s <

F(JZQ + h}z — F(l‘o) _ f(xo)

Zo
oile |h| < §. To oznacza, ze

F/(xo) _ }LILI%) F(afo + h})L — F(ZC()) _ f(xo),

co nalezalo udowodnié.

Whiosek. Jezeli f jest ciagta w przedziale [a,b], to funkcja
F(z) = /f(t)dt dla z € [a, b]

jest funkcja pierwotna funkeji f taka, ze F(a) = 0.

Zauwazmy, ze

b
[ H@de = F(t) = P - F(@), (o F@)=0)

W tym przypadku zauwazamy Scisty zwiazek calki nieoznaczonej i oznaczonej, co usprawiedliwia stosowanie
podobnych oznaczen.

Zastosowania calki oznaczonej

1. Obliczanie pola powierzchni figur na plaszczyznie



2. Dlugo$¢ krzywej zadanej parametrycznie « : (x(t),y(t)) dla t € («, 8). Wzbr

B
= / VZ' (02 + ¥/ (D)2dt

Uzasadnienie:

1. Oé:t0<t1<t2<"'<tn:ﬂ
2. Przyblizona dlugos¢ krzywej

n—1

I~ ) As;, gdzie As; = \/(2(tip1) — 2(t:)? + (y(tiz1) — y(t:))?

=0

Stosujemy przyblizenia oparte na rézniczkach d(z,t;) i d(y,t;)

w(tiv1) —ax(ty) = d(z, t;) = o' (t)Aty,  y(tivr) —y(t) = d(y, t;) =y (t;) At;
Stad

AsZ v x )2At;
5 .gfw

=0 i=0

Ostatnia suma jest sumag catkowsg dla calki wystepujacej we wzorze na dtugosé krzywe;j.

Uwaga. W przypadku krzywej zadanej wzorem y = f(z) dla x € [a, b] opis parametryczny jest nastepujacy:
x=t,y= f(t) dlat € [a,b]. Stad wzér na dlugoéé¢ krzywej przyjmuje postaé

B
1:/\/1 Rt

Dla krzywej w przestrzeni v : (z(t), y(t), 2(¢)) dla t € (o, )

B
1= [ VI T e
3. Objetosé bryly w funkcji pola przekroju S(x), « € [a,b]. Wzbr

V= /bS(a:)da:

Stosowane przyblizenie

AV; = S( ’F)Al‘i £C>f< S [$i7$i+1]

V= ZAV ZS )Az;

Ostatnia suma jest sumag catkowsg dla calki we wzorze na objetosc.



4a. Objeto$¢ bryty obrotowej, obrét wokét osi OX. Wzor

Uzasadnienie: tu funkcja pola przekroju ma postaé: S(z) = 7 f(z)2.

v

'
' y=f(x)
I

p &

i a z b T

Rys. 9.1.2. Bryla powstala z obrotu trapezu krzywoliniowego wokét osi Ox

4b. Objetos¢ bryly obrotowej, obrét wokdt osi OY. Wzér

v

y=/(z)

'
Py
|
Rys. 9.1.3. Bryla powstala z obrotu trapezu krzywoliniowego wokdl osi Oy

5a. Pole powierzchni bryly obrotowej, obrét wokdt osi OX. Wzor

b

S = 27r/f(x)\/1 + f/(x)?dx

Rys. 9.1.6. Powierzchnia powstala z obrotu wykresu funkcji wokél osi Oz.



5b. Pole powierzchni bryty obrotowej, obrét wokot osi OY. Wzér

b
S = 27r/x\/1 + f/(z)%dz

Rys. 9.1.7. Powierzchnia powstala z obrotu wykresu funkeji wokél osi Oy



