1. wykorzystamy fakt, ze liczba 7 jest niewymierna
2. okreslamy cigg liczb 0 < oy, < 27m: n = [%} 2+ ap, n=0,1,2,3,....

Zauwazamy, ze sinn = sin «,. Naszym celem jest wykazanie, ze zbiorem punktow skupienia ciggu
{an} jest przedzial [0, 27]. Stad bedzie wynikaé, ze zbiorem punktéw skupienia ciaggu {sinn} jest
przedzial [—1,1].

3. w ciagu {a,} zadne dwa wyrazy nie sa sobie réwne, uzasadnienie: zal6zmy przeciwnie, ze
Qlpy = Qu,, dla pewnych ny # ny. Wtedy zachodzitaby réwnosé

ny niy
0 -m = ([5] - [57])2
7 n2=m 27 27 i
co przeczy faktowi, ze 7 jest niewymierne.

4. dla dowolnie wybranego m € N rozwazamy ciag wyrazéw ag, a1, Q2,. .., @ny. Uporzadkujmy je
rosnaco o) < a(py < az) < -+ < Q) 1 rozpatrzmy dlugosei odcinkéw [a gy, oy, [ay, a)ls - -,
[Q(m—1), ¥(m)]- Wtedy co najmniej jeden z tych odcinkéw, np [a(;, a(i41)] ma dlugosé

d= @i —ai < 2% Poniewaz a;y = Qny, Q1) = Qny, dla pewnych ny i ng, otrzymujemy

v = (2] [2]) 2 oo

Stad dla liczby ng = |ng — n1| mamy przedstawienie

1. ng = [@} o +d,
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gdy no —ny < 0.
dla ilustracji, przypadek m = 10
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wybieramy np. a1y, a(2), lag) — g =d < %, wtedy n1 =7, ng =11 mng = |ng — ni1| =6, w ciagu
liczb an, = ag, 12, ais, ..., aq3z odlegloéé dwoch sasiednich (=wartosé bezwzgledna réznicy) jest



stala i rowna d.
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Whniosek 1. Dla kazdej liczby € > 0 mozna wskazaé liczby naturalne ng, 2ng, 3ng, ..., kng takie, ze
odpowiadajace im wyrazy ciagu {«,} dzielg przedzial [0, 27| na odcinki dlugosci nie wiekszej niz

d= 2% < €.
7 tego wniosku wynika

Whiosek 2. W kazdym przedziale [a,b] C [0, 27] istnieje co najmniej jeden wyraz ciagu {ay}.
Uzasadnienie: rozwazy¢ opisany wyzej podzial przedziatu [0, 27] na odcinki dlugosci mniejszej niz
b—a.

Whiosek 3. Kazda liczba a € [0, 27] jest punktem skupienia ciagu «,,. Uzasadnienie: wybierajac
elementy «,, ciagu {a,} z przedzialéw (a — %, a+ %), k=1,2,... otrzymamy podciag zbiezny do a.

Whiosek 4. Niech yo € [—1, 1]. Poniewaz funkcja sin z jest ciagla, istnieje zg € [0, 27] taki, ze
sinzg = yo. Z Wniosku 3 wynika, zg jest punktem skupienia ciagu {«, }, wiec istnieje podciag {ou, }
taki, a, — xo. Stad sin oy, — Yo, co oznacz, ze Yo jest punktem skupienia ciagu {sin o, = sinn}.



