Egzamin 1 - analiza matematyczna F2. Grupa A
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Zadanie 1. Zbada¢, czy figura D ograniczona krzywa y =
wspotrzednych ma skoniczone pole.
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Zadanie 3. Obliczy¢ catke [[[ 2?|z|dxdydz, gdzie U jest kula 2* + y* + 2* < R?
U

(zastosowaé wspolrzedne sferyczne).

Odp. [3

T =7rcospcosy, y=rsingpcosy, z =rsiny,
coSpcosty —rsingcosyy —rcospsiny
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Zadanie 4. Obliczy¢ pole plata ¥ wycietego z wykresu funkcji z = 1 + 2% + 32
walcem o réwnaniu 22 4 y? = 3. Sporzadzi¢ rysunek.



Odp. (4

z=f(z,y) =14+2>+ 4> f. =2z, f, =2y,
D: 2?2 4+¢y* <3,

|S]://,/1+f§+fy2dxdy://\/1+4x2+4y2dxdy,
D D

r=rcos¢, y=rsing, J(r,¢)=r, 0<r <3, 0<¢<2r
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Zadanie 5. Wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji
fla,y) =2 —ay +y* — 2w +y

na obszarze D okreslonym nieréwnosciami z < 0, |z| + |y| < 1.

Odp. [5] wewnatrz obszaru:

fr=20—y—2=0, fy=—2+2y+1=0
3r—-3=0,z=1,y=0

Whiosek. Punkt (x = 1,y = 0) podejrzany o istnienie w nim ekstremum
lokalnego nie nalezy do obszaru.

brzeg obszaru:
r=0,-1<y<1:g(y) =y*+y,
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(z=0y=1): gnn=9(0) =2, (x ==Ly =0): gnax =9(—-1) =3

r<0,y<0:|z|+ |y =1le=-y—1,
gy)=(-y—1P2—yl—y—)+y*—2(-y—1)+y=3y>+6y+3=3(y+1)°
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Egzamin 1 - analiza matematyczna F2. Grupa B



Zadanie 1. Promieri podstawy stozka ma dtugo$¢ R = 3 m, a wysokos¢ H =4
m. Promieni podstawy zwiekszono o 2 cm, natomiast wysoko$¢ zmniejzono o 3
cm. Korzystajac z rozniczki funkceji obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni sie pole
powierzchni bocznej tego stozka.

Odp. [1]
S(R,H) = nRVE® 1 H?
R? 2R + H? HR
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Zadanie 2. Obliczy¢ calke niewlasciwg [ Zdz.
0

Odp. [2|
/eﬁxdav =z(—e™") +/ < 00
0 0 0

Zadanie 3. Wyznaczy¢ potozenia srodka masy cienkiej jednorodnej ptytki w
ksztalcie potkola o promieniu R. Zastosowaé wspolrzedne biegunowe.

Odp. [3
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m = 5WR2p07 p(xay) = fo

fo xp(x, y)dady y yp(z, y)dzdy
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m R
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// yp(z, y)dzdy = po/sin¢d¢/r2dr = 2pp - §R3
D o .

T R
// zp(x,y)dxdy = pofcosgbdqzﬁ/erT =0
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Zadanie 4. Sposrod prostopadloscianoéw o ustalonej dtugosci przekatnej p = v/3
wybraé ten, ktore ma najwiecksza objetosé.



Odp. (4
f(z,y,2) = 2yz, x,y,2 >0
g(x,y,2) =a* +y*+ 22 —p* =0

L(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2)
L,=yz4+2\t =0, Ly=22+2\y=0, L, =2y +2 2 =0, Ly =g(z,y,2) =0

ryz = —2\2% = —2\y? = —2\2%,

=9y =2z, 3z% = p?,

r=y=z=1

Zadanie 5. Obliczy¢ pole czesci powierzchni z = 2% + y? zawartej miedzy
plaszczyznami z = 11 2 = 9. Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspolrzedne

biegunowe.

|S]—//,/1+Z§—|—z§dxddy, D:1<2?+4*<09;
D

2y =21, 2y = 2y,
r=rcosp, y=rsing, 1 <r?<9, 0<¢<2m, J(r,¢)=r

2m 3
2 1
5] ://\/1+Z§+Z§d$ddy:/d¢/\/1+47’27’dr:27r§~§(1—|—4fr2)3
D 0 1

3
1



Egzamin 1 - analiza matematyczna F2. Grupa C

Zadanie 1. Korzystajac z rozniczki funkcji obliczyé przyblizong wartosé
wyrazenia {/(6.01)3 — (2.98)3 — (4.03)3.

Odp. [1

f(ﬂf,y,Z) = \/3 $3 _y3 _ZS7
foma® (o =y - )
o =6.0, yo =3, 20 =4.0, Az =0.01, Ay = —.02, Az = .03

f(x(]?yO)ZO) +fx ' Am +fy ' Aya fz : Az

Zadanie 2. Okresli¢ potozenia srodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego
powierzchniami 2 =0, 2 =4, 2> + > =9, z = 0, (z > 0). Sporzadzi¢ rysunek.
Zastosowaé wspolrzedne walcowe.

Odp. [2l Obszar: potowka walca: R =3, H = 4.
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Zadanie 3. Obliczy¢ caltke niewtasciwa [ 5795




Odp. [3
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Zadanie 4. Obliczy¢ pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = /2 +y3 w
punkcie (zo,y0) = (V/7,1) w kierunku wersora 7 = (12, —2).

Odp. (4
1 1
floy) = Vot +yb, fo=2032%0 +9) 70, fy =5 3°@0 + )

2
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0
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Zadanie 5. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = (y? — 2x)e™7.

fo=(—2—y*+22)e " =0, f, =2ye " =0;

r=1,y=0

- 2+y*—2z+2)e ™ —2ye ™|  _[2 0
N —2ye* 27 |~ ¢ o 2

Hesjan dodatnio okreslony: w punkcie (z = 1,y = 0) jest min lokalne.

Egzamin 1 - analiza matematyczna F2. Grupa D

Zadanie 1. Srednica walca zmierzona z dokladnoscia 1 cm wynosi D = 1 m, a
wysokos¢ zmierzona z doktadnoscia 2 cm wynosi H = 2 m. Z jaka w przyblizeniu

doktadno$cia mozna obliczyé¢ objetosé tego walca?

Odp. [1}
27 1D2H 1 L
V =mR =7 >VD—271DH, VH—IHD,R—Z

>

oV =VpAD + VyAH

6V|=05-7-1-2-0.01+0.25-7-1%-0.02= ...,



Zadanie 2. Obliczy¢ objetosé obszaru U ograniczonego powierzchniami z = 3,
25 — 22 — y?. Sporzadzié¢ rysunek tego obszaru. Zastosowaé¢ wspotrzedne

biegunowe.

Odp. 2] z = /25 — 22 — y?, to sfera z* + y* + 22 = 25,

powierzchnia w zadaniu, to czesé sfery nad D : 0 < 2% 4 y? < 25 — 32 = 42,

3 < z<5.
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Zadanie 3. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny stycznej w punkcie (1, V3, zo) do

wykresu funkcji z = arctg %

Odp. [3] 2 = arctg3? = arctg\/ig =1z

wektor normalny

. Yy x
n= (Zx,Zy,—l) = (x2+y2’_x2+y2’_1) :(

rownanie plaszczyzny stycznej
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Zadanie 4. W calce iterowanej

2

/1 o [ Fledy
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zmieni¢ kolejno$¢ catkowania. Sporzadzi¢ rysunek obszaru catkowania.
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Odp. (4

/dx/fa:ydy—/dy/fxy
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Zadanie 5. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = zyIn(2? + y?)
polozone we wnetrzu pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzednych.

Odp. [5

=y (zr,y >0)
2
rIn(22%) + 2% - 2x =0
r(In(22?) +1) =0
V2 1
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hesjan dodatnio okreslony, w punkcie jest minimum lokalne.
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Egzamin 1 - analiza matematyczna F2. Grupa E

Zadanie 1. Zmieni¢ kolejnosé¢ catkowania w calce

1 1—V1—2z2

/dx / @ y)dy.

Naszkicowacé obszar caltkowania.

Zadanie 2. Obliczy¢ mase potkuli wydrazonej o promieniu wewnetrznym 7 i
promieniu zewnetrznym R, jezeli gesto$¢ masy w punkcie jest réwna odleglosci
tego punktu od $rodka kuli. Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspolrzedne
sferyczne.

Zadanie 3. Liczbe 12 przedstawi¢ w postaci sumy trzech dodatnich sktadnikow
x, vy, z tak, aby iloczyn xyz byl najwickszy. Jaka bedzie odpowiedz, gdy
sktadniki mogg mie¢ dowolny znak?

Zadanie 4. Obliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi Oz jednorodnego
(gestosé v = 1) obszaru ograniczonego powierzchniami z = z? + 2, 2 = 4.
Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspotrzedne biegunowe.

Zadanie 5. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanej y = y(z) okreslonej
réwnaniem 3 + y® — 272y = 0.

Zadanie 6. Korzystajac z rézniczki funkceji obliczyé¢ przyblizong wartosé
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wyrazenia



