Analiza Matematyczna F2. Lista zadan 3

(Na podstawie podrecznika M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 2. Przyktady i
zadania, GiS 2008)

3 Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmien-
nych

Zadanie 1. Zbada¢, czy istnieja pochodne czgstkowe rzedu pierwszego pochodnych funkcji we
wskazanych punktach:

2?2 +y? dlaazy =0,
CL) f(xvy):{l dlax;«éO <x07y0):(070)7

b) f(ZL‘,y,Z) =\ xy(x - 1)7 ($an0a20) = (0707 1)7

r dlay=0,
C) f(xa y) - ,y2 dla z = 07 (I(Ja yO) = (07 0)
1 w pozostatych punktach,

Zadanie 2. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych funkcji:

(I) f(xay) = arCtglx__f;7 b) f(xvya Z) = ma

¢) flz,y) =e"r, d) f(z,y,z) = sin(z cos(ysinz)).

Zadanie 3. Obliczy¢ wszystkie pochodne czgstkowe drugiego rzedu podanych funkcji i sprawdzic,
czy pochodne czastkowe mieszane sg rowne:

a) f(z,y) =sin(2® +y?), b) flx,y) = e,
_ 2 4 _ 1
c) f(r,y,2) =(2® +y' +2°+1), d) flz,y,2) = Vot
Zadanie 4. Zbadaé, czy réwnosé %(0, 0) = aajgy (0,0) jest prawdziwa dla funkcj:

EE dla(z,y) #(0,0) N R
CL) f(x7y)_{0 dla (ZL’,y):(0,0), b) f( 7y)_ 8y



Zadanie 5. Obliczy¢ wskazane pochodne czastkowe podanych funkcji:

3 . .
@) page: [(@y) =sinzy, ) gy, f@.y) =35,

3 2,3 5
c) 83@88yf<9z’ fla,y,2) = =5, d) %v fl@,y,2) = e,

Zadanie 6. Funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna w punkcie (xg, yo), jesli

lim f(x,y) — (f(xo, y0) + fu(T0, yo) Az + f,, (70, y0) Ay)

AI,Ay%O A /A:C2 _|_ Ayz

inaczej

f(z,y) = f(xo,y0) + folzo, y0) Az + fy(z0, y0) Ay + o(r/ Ax? + Ay?)

Zbadaé rézniczkowalnos¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:

CL) f(a?,y) = \S/'r_ya (x07y0) = <070>’

=0

(22 +y?)sin ;7 dla (2,y) # (0,0),
0 dla (z,y) = (0,0),

C) f($7y>z) =V 1‘4 +y4 + Z47 (any(J?zO) = (07070)

b) flx,y) = { (0, 40) = (0,0)

Zadanie 7. Napisa¢ rOwnania ptaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych
punktach wykresu:

__ arcsinz _ 1 \/5
CL) Z = arcsiny’ (x07y0720) - <_§a 9 _1> )

b) z=2a¥, (o,Y0,20) = (2,4,16),

Zadanie 8. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ przyblizone warto$ci podanych wyrazen:

a) (1.02)3-(0.997)%, b) {/(2.93)3 + (4.05)3 + (4.99)3,

Zadanie 9.

a) Wysokos$é i promien podstawy stozka zmierzono z doktadnoscia £1mm. Otrzymano h = 350
mm oraz r = 145 mm. 7Z jaka w przyblizeniu dokladno$ciag mozna obliczy¢ objeto$é¢ V' tego
stozka?

b) Krawedzie prostopadloécianu maja dtugosci a = 3m, b = 4m, ¢ = 12m. Obliczy¢ w przy-
blizeniu, jak zmieni sie dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu d, jezeli dtugosci wszystkich
krawedzi zwiekszymy o 2cm.

¢) Robot do zgrzewania karoserii samochodowych sktada si¢ z dwoch przegubowych ramion o
dtugosci a = 1m, b = 2m (rysunek).



i';;_.'L; te

Polozenie zgrzewarki jest okreslone przez katy o = w/4, = 7/3. Obliczy¢ w przyblizeniu
doktadno$é jej potozenia, jezeli katy odchylenia ramion ustawione sg z doktadnoscig A, =
Ag = 0,003rd.

Zadanie 10. Wykorzystujac reguty rézniczkowania funkeji ztozonych obliczy¢ pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu wzgledem z i y podanych funkcji:

a) z = f(u,v) = In 5,

u—xsiny, v = X CosY,
b) z = f(u,v,w) = arcsin v

gdzie u =ev, v=2a%+y? w = 2xy.

v+’

Zadanie 11. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierun-
kach:

a) f(z,y) = 2|z + |yl (%790) 0,0),

b) f(x,y):\S/x_y, ('ranO) (237
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Zadanie 12. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierun-
kach:

CL) f(x,y) - x? +y27 ("L‘07y0) = (_3 4) U= (%a %)
f<x>y7 Z) = emyz’ <x07y072:0) = (_17 17 _1)7 U= (%7 _%7 TS) :

Zadanie 13. Napisa¢ wzor Taylora z reszta R, dla podanych funkcji w otoczeniu wskazanych
punktow, jezeli

a) f(z,y) =sin(z* +y?), (zo,y0) = (0,0), n =2,
b) flx,y) = (z+19y)* (xo,%)=(-1,1), n=4.

Zadanie 14. Zbada¢, czy podane funkcje majg ekstrema lokalne

a) flz,y)=2lz[+3Jyl, b) flz,y)=22"—3y"

Zadanie 15. Znalez¢ ekstrema podanych funkcji:

a) flz,y) =3 -1 +4y+2)* b flz,y)=2"+y> -3y,
¢) f(z,y) =2 +3wy> —5lz — 24y, d) f(z,y) = e CHV+2),
e) flz,y) =zy*(12 -z —y), f) fley) =5+ +y.



Zadanie 16. Znalez¢ najmniejsze i najwigksze wartosci podanych funkeji na wskazanych zbiorach:

a) f(z,y) =2>+y* |z[+y] <2,
b) f(r,y) =xy? + 4oy — 4z, —3<x<3, —-3<y<O0,
o) f(z,y) =" +y!, 2?+y* <9,
(22—1)(y%—1)
d) f(z,y) = Wa R.
Zadanie 17.

a) W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C = (2, —3) znalez¢ punkt M = (zo, yo),

dla ktorego suma kwadratow jego odleglosci od wierzchotkow jest najmniejsza.

b) Jakie powinny by¢ dtugos$¢ a, szerokos$é b i wysokosé h prostopadiodciennej otwartej wanny
o pojemnosci V', aby ilos¢ blachy zuzytej do jej zrobienia byta najmniejsza?

¢) Znalezé odlegto$¢ miedzy prostymi sko$nymi:
e r+y—1 =0, . r—y+3 =0,
lz+1 =0, lz-2 =0,

d) Prostopadltoécienny magazyn ma mieé objetos¢ V = 216m*. Do budowy magazynu uzywane
sa ptyty w cenie 30zt/m?, do budowy podtogi w cenie 40zt /m?, a sufitu w cenie 20zt /m?. Zna-
lez¢ dhugosé a, szeroko$é b i wysoko$é ¢ magazynu, ktorego koszt budowy bedzie najmniejszy.

e) Wérdd tréjkatéw wpisanych w koto o promieniu R znalezé ten, ktéry ma najwieksze pole.

f) Na trzech parami sko$nych krawedziach sze$cianu (rysunek) wyznaczy¢ po jednym punkcie
w ten sposob, aby pole tréjkata o wierzchotkach w tych punktach byto najmniejsze.

Zadanie 18. Zbadacé, czy podane réwnania okreslaja jednoznacznie ciagte funkcje uwiktane y =
y(x) na pewnych otoczeniach zadanych punktéw:

) 21—y =0 i) A=), @) B= () i) C= (33
b) ot =222y +y* =0, i) A=(0,0), i) B=(1,1), 1) C=(-1,1).
Zadanie 19. Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreslonych podanymi réwnaniami we
wskazanych punktach tych krzywych:
a) ?2+r—y*=0, (2,2), b) 22 +y?>—3zy+x=0, (1,1).
Zadanie 20. Obliczy¢ pierwsza i druga pochodng funkcji uwiktanych y = y(x) okreslonych poda-
nymi réwnaniami:
a) zeY —y+1=0, b) 2> +y>*—32y=0, ¢) r—y=sinz —siny.
Zadanie 21. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanych postaci y = y(z) okreslonych po-
danymi réwnaniami:

a) B +y*—ay—20+4y=0, b) (v —y)*=y+xy— 3.
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