Analiza Matematyczna F2, lista zadan 4

(Na podstawie podrecznika M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 2. Przyklady i
zadania, GiS 2008)

4 Calki podwobjne

Zadanie 1. Obliczy¢ catki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a) [f (sziyl)g, gdzie R = [0,2] x [0,1],

R

b) [[ asin(zy)dzdy, gdzie R = [0,1] x [, 27,
R

¢) [[e** vdxdy, gdzie R = [0,1] x [—1,0],
R

Zadanie 2. Podane calki podwojne zamienié¢ na iloczyny lub sumy iloczynoéw calek pojedynczych:
a) [[e"¥dady, gdzie R =[-1,1] x [-1,1],
R
b) L}f%f zyln 2dvdy, gdzie R = [1,¢] x [1,2],

c) L}f{f %ﬁdmdy, gdzie R = [1,9] x [2, 3],

Zadanie 3. Calke podwojng [[ f(z,y)dzdy zamieni¢ na calki iterowane, jezeli obszar D jest
D

ograniczony krzywymi o réwnaniach:

a) *+y=2, P =1

b) 2 +y? =4, y=22—12% =0 (z,y>0),
c) x? — 4z +y? + 6y — 51 = 0,

d) 22 —y*=1, 2+y*=3 (z<0).

Zadanie 4. W podanych caltkach iterowanych zmieni¢ kolejnos$¢ catkowania:
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a) [dz [ f(z,y)dy, b) [de [ f(z,y)dy,
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¢) [dz [ flz,y)dy, d) [ dz [ f(z,y)dy
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Zadanie 5. Obliczy¢ podane calki iterowane:
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a) [dx [ %dy, b) [dx [ 2*y = zdy,
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c) [dv [ (2®+y’)dy, d) [dv[=2dy,
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Narysowac obszary catkowania.
Zadanie 6. Obliczy¢ podane catki podwojne po wskazanych obszarach:

a) [/ min(z,y)dzdy, gdzie D = [0,1] x [0, 2]
D

b) {)f E(x + y)dxdy, gdzie D = [0,2] x [0,2],

¢) [[ |z —yldzdy, gdzie D = {(z,y) e R* : 2 >0, 0 <y <3 -2z},
D

d) [[sgn(z? —y? + 2)dzdy, gdzie D = {(z,y) € R? : 2? + y* < 4}.
D

Uwaga. E(u) oznacza czesé¢ catkowita liczby wu.

Zadanie 7. Obliczy¢ wartoéci Srednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
a) f(y) =sinzcosy, gdzie D = [0,7] x [0,%],
b) fly)=z+y, gdzieD: 0 <y <m, 0<z <siny.

Zadanie 8. Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe obliczyé¢ podane calki podwojne po wskazanych
obszarach:

a) [[axydxdy, gdzie D: >0, 1 <a?+4y* <2,
D

b) ff y2€x2+y2dl’dy, gdzie D: >0, y >0, 224+y% <1,

)

—0

o) [[(a*+ y*)dady, gdzie D: y >0, y <z?+y* <z,

d) ry/2? + y2dxdy, gdzie D : x>0, (22 +y*)? < 4(2? — y?).
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Zadanie 9. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:

) y¥=dx, v+y=3, y=0(y>0),

b) 22 +y? —2y=0, 22 +9y* — 4y =0,

c) x+y=4, v+y=8, z—3y=0, x—3y =25,
) 2?+y* =2y, y=3|z|.
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Zadanie 10. Obliczy¢ objetosé bryl ograniczonych podanymi powierzchniami:

a) 22+ y*—2y=0, z=22+y% 2=0, b) 22+9?>+22-22=0,
¢) (x—1)P+wy—1>2=1, z2=u2y, 2=0, d) 2z2=2>+y? y+z2=4



Zadanie 11. Obliczy¢ pola podanych pltatow:

a) z=a"+y? 2*+y* <1,
b) ? +y*+ 22 =R 2*+y?—Re <0, 2>0,

c) z=y/2?2+y? 1<z<2,

Zadanie 12. Satelita telekomunikacyjny jest umieszczony na orbicie geostacjonarnej polozonej
w odleglosci h = 400 km od powierzchni Ziemi. Obliczy¢ pole obszaru objetego zasiegiem tego
satelity, Przyjac, ze promienn Ziemi jest rowny R = 6400 km.

Zadanie 13. Obliczy¢ masy podanych obszaréw o wskazanych gesto$ciach powierzchniowych:
a) D={(z,y) eR?*:0<x <7, 0<ysinz}, gdzie o(x,y) =z,
b) D={(z,y) eR?:1<2?>+y?* <4, y>0}, gdzie o(x,y) = |z|.

Zadanie 14. Znalez¢ potozenia srodkéw masy podanych obszaréw jednorodnych:

a) D — trojkat rownoramienny o podstawie a i wysokosci h,
b) D={(z,y) eR*:0<z <7, 0<ysin’x},

¢) D={(z,y) eR?: 22 <y <1},

d) D={(z,y) eR?*:0<x <1, 0<y<e"}.

Zadanie 15. Obliczy¢ momenty bezwladnosci podanych obszarow wzgledem wskazanych osi:

a) D-kwadrat jednorodny o boku a, moment obliczy¢ wzgledem przekatnej przyjac o(z,y) = 1.

b) D = {(z,y) € R? : 22 +3y? < R?, y > 0}, moment obliczy¢ wzgledem osi 0X, przyjac
)
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¢) D={(z,y) e R?: 0 <y <1—2?}, moment obliczy¢ wzgledem osi symetrii obszaru, przyjac
o(z,y) = 22

d) D={(r,y) eR?*:0<x<m 0<y<sinz}, moment obliczy¢ wzgledem osi 0X, przyjac
o(x,y) =x.

Zadanie 16. Obliczy¢ parcie wody na plyte zasuwy turbiny elektrowni wodnej. Zasuwa jest
ustawiona pionowo i ma ksztalt kwadratu o boku a = 1 m. Goérna krawedz tej zasuwy jest
pozioma i znajduje siec H = 5 m pod poziomem wody.

Zadanie 17. Obliczy¢ site z jaka masa punktowa m = 100 kg jest przyciagana przez jednorodne
koto o masie M = 100000 kg i promieniu R = 4 m. Masa punktowa jest potozona na wysokosci
H = 3 m nad érodkiem kota.
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