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4 Caªki podwójne

Zadanie 1. Obliczy¢ caªki podwójne po wskazanych prostok¡tach:

a)
∫∫
R

dxdy
(x+y+1)3

, gdzie R = [0, 2]× [0, 1],

b)
∫∫
R

x sin(xy)dxdy, gdzie R = [0, 1]× [π, 2π],

c)
∫∫
R

e2x−ydxdy, gdzie R = [0, 1]× [−1, 0],

Zadanie 2. Podane caªki podwójne zamieni¢ na iloczyny lub sumy iloczynów caªek pojedynczych:

a)
∫∫
R

ex−ydxdy, gdzie R = [−1, 1]× [−1, 1],

b)
∫∫
R

xy ln x
y
dxdy, gdzie R = [1, e]× [1, 2],

c)
∫∫
R

√
xy2+4x4

xy
dxdy, gdzie R = [1, 9]× [2, 3],

Zadanie 3. Caªk¦ podwójn¡
∫∫
D

f(x, y)dxdy zamieni¢ na caªki iterowane, je»eli obszar D jest

ograniczony krzywymi o równaniach:

a) x2 + y = 2, y3 = x2,
b) x2 + y2 = 4, y = 2x− x2, x = 0 (x, y ≥ 0),
c) x2 − 4x+ y2 + 6y − 51 = 0,
d) x2 − y2 = 1, x2 + y2 = 3 (x < 0).

Zadanie 4. W podanych caªkach iterowanych zmieni¢ kolejno±¢ caªkowania:

a)
1∫

−1

dx
|x|∫
0

f(x, y)dy, b)
1∫

−1

dx
0∫

−
√
1−x2

f(x, y)dy,

c)
4∫
0

dx
2
√
x∫

√
4x−x2

f(x, y)dy, d)

√
2∫

−
√
2

dx

x2

2∫
y2−1

f(x, y)dy.
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Zadanie 5. Obliczy¢ podane caªki iterowane:

a)
1∫
0

dx
x2∫
x3

y
x2dy, b)

4∫
1

dx
2x∫
x

x2
√
y − xdy,

c)
2∫

−2

dx

√
4−x2∫
0

(x3 + y3)dy, d)
π∫
0

dx
π∫
x

sin y
y
dy,

Narysowa¢ obszary caªkowania.

Zadanie 6. Obliczy¢ podane caªki podwójne po wskazanych obszarach:

a)
∫∫
D

min(x, y)dxdy, gdzie D = [0, 1]× [0, 2]

b)
∫∫
D

E(x+ y)dxdy, gdzie D = [0, 2]× [0, 2],

c)
∫∫
D

|x− y|dxdy, gdzie D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 3− 2x},

d)
∫∫
D

sgn(x2 − y2 + 2)dxdy, gdzie D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4}.

Uwaga. E(u) oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby u.

Zadanie 7. Obliczy¢ warto±ci ±rednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:

a) f(y) = sinx cos y, gdzie D = [0, π]×
[
0, π

2

]
,

b) f(y) = x+ y, gdzie D : 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ x ≤ sin y.

Zadanie 8. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne biegunowe obliczy¢ podane caªki podwójne po wskazanych
obszarach:

a)
∫∫
D

xydxdy, gdzie D : x ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2,

b)
∫∫
D

y2ex
2+y2dxdy, gdzie D : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1,

c)
∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, gdzie D : y ≥ 0, y ≤ x2 + y2 ≤ x,

d)
∫∫
D

x
√

x2 + y2dxdy, gdzie D : x ≥ 0, (x2 + y2)2 ≤ 4(x2 − y2).

Zadanie 9. Obliczy¢ pola obszarów ograniczonych podanymi krzywymi:

a) y2 = 4x, x+ y = 3, y = 0 (y ≥ 0),
b) x2 + y2 − 2y = 0, x2 + y2 − 4y = 0,
c) x+ y = 4, x+ y = 8, x− 3y = 0, x− 3y = 5,

d) x2 + y2 = 2y, y =
√
3|x|.

Zadanie 10. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryª ograniczonych podanymi powierzchniami:

a) x2 + y2 − 2y = 0, z = x2 + y2, z = 0, b) x2 + y2 + z2 − 2z = 0,
c) (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1, z = xy, z = 0, d) 2z = x2 + y2, y + z = 4.
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Zadanie 11. Obliczy¢ pola podanych pªatów:

a) z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1,
b) x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 −Rx ≤ 0, z ≥ 0,

c) z =
√

x2 + y2, 1 ≤ z ≤ 2,

Zadanie 12. Satelita telekomunikacyjny jest umieszczony na orbicie geostacjonarnej poªo»onej
w odlegªo±ci h = 400 km od powierzchni Ziemi. Obliczy¢ pole obszaru obj¦tego zasi¦giem tego
satelity, Przyj¡¢, »e promie« Ziemi jest równy R = 6400 km.

Zadanie 13. Obliczy¢ masy podanych obszarów o wskazanych g¦sto±ciach powierzchniowych:

a) D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y sinx}, gdzie σ(x, y) = x,
b) D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}, gdzie σ(x, y) = |x|.

Zadanie 14. Znale¹¢ poªo»enia ±rodków masy podanych obszarów jednorodnych:

a) D − trójk¡t równoramienny o podstawie a i wysoko±ci h,
b) D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y sin2 x},
c) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 ≤ y ≤ 1},
d) D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ ex}.

Zadanie 15. Obliczy¢ momenty bezwªadno±ci podanych obszarów wzgl¦dem wskazanych osi:

a) D-kwadrat jednorodny o boku a, moment obliczy¢ wzgl¦dem przek¡tnej przyj¡¢ σ(x, y) = 1.

b) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0}, moment obliczy¢ wzgl¦dem osi 0X, przyj¡¢
σ(x, y) =

√
x2 + y2.

c) D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1−x2}, moment obliczy¢ wzgl¦dem osi symetrii obszaru, przyj¡¢
σ(x, y) = x2.

d) D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ sinx}, moment obliczy¢ wzgl¦dem osi 0X, przyj¡¢
σ(x, y) = x.

Zadanie 16. Obliczy¢ parcie wody na pªyt¦ zasuwy turbiny elektrowni wodnej. Zasuwa jest
ustawiona pionowo i ma ksztaªt kwadratu o boku a = 1 m. Górna kraw¦d¹ tej zasuwy jest
pozioma i znajduje si¦ H = 5 m pod poziomem wody.

Zadanie 17. Obliczy¢ siª¦ z jak¡ masa punktowa m = 100 kg jest przyci¡gana przez jednorodne
koªo o masie M = 100000 kg i promieniu R = 4 m. Masa punktowa jest poªo»ona na wysoko±ci
H = 3 m nad ±rodkiem koªa.
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