Zagadnienia omawiane na wykladzie w dn. 3.03.26

1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne I rzedu.
Ogolna posta¢ rownania: ®(y'(t),y(t),t) =0 dlat € (a,b).

Zadaniem jest znalezienie nieznanej funkcji y(t), t € (a,b) spelniajacej
powyzsze réwnanie.

Okreslenie 'réwnanie rézniczkowe zwyczajne I rzedu’ oznacza, ze
przedmiotem rozwazan jest réwnanie, w ktérym nieznang jest funkcja
jednej zmiennej y = y(t) 1 wystepuje w nim jej pochodna I rzedu y/(t) oraz
(ewentualnie) argument ¢.

Przyklad 1.
y(t)=0,teR

Odpowiedz: rozwiazaniem rownania jest funkcja y(t) = C, t € R, gdzie C' -
jest dowolng stata. Innych rozwigzan nie ma.
Uzasadnienie, ze jedynymi rozwiazaniami sa funkcje state: niech y(t) bedzie
rozwigzaniem réwnania. Wybierzmy dowolnie t1, 1, € R. Wtedy stosujac tw.
Lagrange’a o wartosci Sredniej otrzymujemy

y(t2) —y(t1) = y'(§)(ta — t1) =0,

dla pewnego & € (t1,t5). Stad juz wynika, ze y(t) jest funkcja stala.

Przyktlad 2.
v =y, teR
y—y=0\-e"
0 — y/e—t _ ye—t — (ye—t)/
Stad

ye_t =C,y= Cet7
gdzie C' jest dowolng stata, t € R.

Przyklad 3. Rozpad radioaktywny substancji radioaktywnej.

Zalozenie: Predkosé rozpadu m/(t) = lim ™A= w chwili ¢ jest

A—0 At
proporcjonalna do masy substancji m(t) w chwili ¢

(1) m/(t) = km(t),



gdzie k < 0 jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci rozpadu
radioaktywnego, t > to i tg - jest chwila poczatkowa. Z zaleznosci (1)
otrzymujemy m(t), jak nastepuje:

(t) = km(t)\ - e

0=m
0=m/(t)e™ — km(t)e™ = (m(t)e ™).

Stad
m(t)e " = C, m(t) = Ce,

gdzie C jest dowolng stala, ¢t € R. Jest to rozwigzanie ogélne réwnania.
Znajac mase poczatkowa mo = m(ty) w chwili poczatkowej ¢ (ta
dodatkowa informacja nazywana jest warunkiem poczatkowym), z rodziny
wszystkich rozwigzaii (z rozwigzania ogdlnego) m(t) = Ce* wyznaczamy
jedno rozwigzanie szczeg6lne spetniajace warunek poczatkowy:

moy = C()@kto, CO = moe_kto
Stad masa substancji radioaktywnej w chwili ¢t wyraza sie wzorem

m(t) = meePt=) t >ty (k < 0)

Czas polowicznego rozpadu to czas T, w ktérym rozpadowi ulegnie
potowa masy poczatkowej :
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KT = —1In2, T = k= .
n 9 k 9 T

Uzywajac czasu potowicznego rozpadu 7' zamiast parametru k£ masa
substancji radioaktywnej w chwili ¢ wyraza sie nastepujaco:

m(t) = moe~ T2

Roéwnania o zmiennych rozdzielonych.

Roéwnania, ktére mozna zapisa¢ w formie

y = f(t)/9(y), t € (a,b)



nazywamy réwnaniami o zmiennych rozdzielonych.

Algorytm rozwiazania

Y (t)g(y(t)) = f(t) \/...dt
/ gy (D) (£)dt = / F(t)t

Wyznaczamy funkcje pierwotne

G(2) = [ g(ehdz, F) = [ )
Stad otrzymujemy zaleznosé
Gy(t) = F(t) + C,
C' - jest stala (moga by¢ pewne ograniczenia jej wartosci wynikajace z
wlasnosci funkeji G 1 F).
Na ogot w takiej formie podajemy rozwiazanie ogblne réwnania o

rozdzielonych zmiennych.

Uwaga. Jezeli mozna w sposob jawny znalezé funkcje odwrotng G—1, to
rozwigzanie ogblne mozna przedstawi¢ w sposob jawny

y(t) =G (F(t) +C)).
Przyklad 4. Rozwiaza¢ rownanie
2y'y = sint.
Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych, gdzie

f(t) = sint, g(y) = 2y
F(t) = —cost, G(y) = 9°.

Rozwiazaniem ogdlnym jest
y(t)* = —cost + C.

Zauwazamy, ze
1. dla C' < —1 réwnanie nie ma rozwigzan,



2. dla —1 < C < 1 sg ograniczenia na t,
3. dla 1 < C rozwiazania sa okreslone dla wszystkich ¢ € R.
W konicu znajdujemy jawna postac¢ rozwigzania

y(t) = v/—cost + C lub y(t) = —v/—cost + C,
gdzie C' > —1 jest dowolna stala.
Przyklad 5. Rozwiaza¢ rownanie
Y (y*? +1) =sint,
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, gdzie
f(t) =sint, g(y) =y +1

3
P(t) =~ cost, Gly) = [ o)y = 27+

Rozwiazaniem ogdlnym jest

%y(t)w?’ +y(t) = —cost + C,

gdzie, podobnie jak w poprzednim przyktadzie C' > —1 jest dowolng statg.
Z uwagi na trudnosci w znalezieniu jawnej postaci rozwiazania (y(t) = ...)
rozwigzanie ogblne pozostawiamy w powyzszej postaci.

Roéwnania rozniczkowe o rozdzielonych zmiennych w formie symetrycznej
9(y)dy — f(t)dt = 0.
Rozwiazaniem tego réwnania jest
1. funkcja y = y(t), jezeli spelnia ona rownanie y'(t)g(y(t)) — f(t) =0
2. funkcja t = t(y), jezeli spelnia ona rownanie: g(y) — t'(y) f(t(y)) = 0
Ostatecznie rozwiazanie ogblne podajemy w postaci
Gly) = F(t) +C.

gdzie

G(y) Z/g(y) dy, F(t) Z/f(t) dt



i C jest stala.
Przyklad 6. Rozwiaza¢ rownanie tdt + ydy = 0

1. Dla rozwiazan postaci y = y(t), rbwnanie przyjmuje wtedy postac
t+y'@)y(t) =0

Wyznaczenie rozwiazania:

yy=—t
9(y) =y, f(t) =—t

1 1
Gy) = /ydy = §y2, F(t) = / —tdt = —5752

Rozwigzaniem ogolnym jest y2(t) = —t* + C, gdzie C jest dowona stalg

wieksza od zera, t € (—V/C,V/C)

2. Dla rozwiazan postaci t = t(y), rownanie przyjmuje postacé
t(y)t(y) +y =0

y=—t't
9(y) =y, f(t)=—t

1 1
Gly) = /ydy: 51/2, F(t) = /tdt = _§t2

Rozwiagzaniem ogdlnym jest y? = —t? + C, gdzie C jest dowong stala

wieksza od zera, y € (—\/57 \/5)
Roéwnania rézniczkowe zwyczajne liniowe I rzedu.
y'(t) +p(t)y(t) = f(t), t €R.

funkcje p(t) spelia nastepujace warunkii f(¢) sa dane.
Operacja L[y] = ¢/'(t) + p(t)y(t) ma nastepujace wlasnosci

1. Llay] = aLly] dla dowolnej (rézniczkowalnej) funkcji y = y(¢) i
dowolnego o € R

2. Llysyo] = [ 1] + L[yz] dla dowolnych funkcji (rozniczkowalnych)
yr=y1(t) iy2 = ya(t)



Operacja L spelniajaca warunki 1. i 2. jest nazywana operacja liniowa,
stad okreslenie réwnania liniowego.

Rozwiqzanie

Niech P(t) = [ p(t)dt bedzie jedna wybrana funkcja pierwotng funkeji p(t)

() + p(t)y(t) = f(1)\ - "
f t eP t) _ /(t) P(t) —i—p(t) ()y(t) _ (y(t)ep(t))’

y(t)el® /f POt 4 ¢,

<

gdzie [ f(t)ePWdt oznacza jedna wybrana funkcja pierwotna funkeji
podcatkowej i C' jest dowolna stata. Ostatecznie, rozwiazaniem ogdlnym
réwnania jest

y(t) = e PO /ep(t)f(t)dt+ Ce Pl

(. J (. J
-~ ~~

yr(t) yrr(t)

Uwaga

Pierwszy sktadnik rozwiazania y;(t f e t)dt jest rozwiazaniem
szczegbdlnym réwnania liniowego nleJednorodnego (odpow1adajqcym stalej
C = 0), drugi sktadnik y;7(t) = Ce P® jest ogolnym rozwigzaniem
rownania y'(t) + p(t)y(t) = 0 nazywanego rownaniem liniowym
jednorodnym.

Przyklad 7. Rozwiagza¢ rownanie
1t2+t

y+iy=e>2

Rozwiazanie



