Zagadnienia omawiane na wykladzie w dn. 3.03.26

1. Przestrzenie rzeczywiste:

R™ = {(x1,22,...,2,) 1 x1,%2,...,2, € R} - n - wymiarowa przestrzen
rzeczywista. Elementy przestrzeni (xy, s, . .., z,) nazywamy jej punktami,
a liczby 1, xs, ...z, nazywamy wspolrzednymi kartezjanskimi punktow.

W przypadku przestrzeni niskiego wymiaru n = 1, 2, 3 przyjmujemy
tradycyjne oznaczenia

R! = R - zbior liczb rzeczywistych, jednowymiarowa przestrzen rzeczywista
R? = {(z,y) : =,y € R} - dwuwymiarowa przestrzen rzeczywista
R3 = {(z,y,2) : x,y,2 € R} - trojwymiarowa przestrzeri rzeczywista
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Rys. 3.1.1. Wspolrzedne punktu (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Odlegtosé punktow P = (z1,x9,...,2,) 1 Q@ = (y1, Y2, - .., Yn) W przestrzeni
R™:

1. odlegtosé euklidesowa:

de(P,Q) = /(x1 —11)? + (22 — 1)2 + -+ + (€0 — Yn)?

2. odlegltosé maximum: dpa (P, Q) = max(|xy — 1], |22 — yal, - -, |Tn — Ynl)
3. odleglos¢ I* : di(P,Q) = |1 — ya| + 22 — yo| + -+ + |20 — yn|

Aksjomaty, ktore spetnia kazda odleglosé (metryka):



1. d(P,Q) > 0 dla wszystkich P,Q € R™, przy czym
d(P,Q) =0« P=0Q
2. d(P,Q) = d(Q, P) dla wszystkich P,Q € R"

3. d(P,Q) < d(P,R) + d(Q, R) dla wszystkich P,Q, R € R (nier6wnos¢
trojkata)

Poréwnanie metryk:

Lemat. Dla dowolnych punktow P, Q) € R™ zachodzi:

L dpax(P, Q) < de(P, Q) < /ndmax(P, Q)
2. duax(P, Q) < di(P, Q) < ndinax(P, Q).
Przyklad 1. Niech P = (0,0), Q = (3, —4). Wtedy
de(P.Q) = V3% + 42 = 5, dypox P, Q) = max([3],| = 4[) = 4, di(P.Q) = 3| +| - 4| =T
Przyktad 2. Niech P = (1,-2v/3,V/5), Q = (—3,v/3, —v/5). Wtedy
4.(P,Q) = /(14372 + (—2V3 - V32 + (V5 + V5)2 = VG3,

o P, Q) = max([4], [3V/3], [2V/5]) = 3V/3,
di(P,Q) = 4+ 3vV3 +2V5.
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Rys. 3.1.2. Odleglo$é punktéw (a) na plaszczyznie, (b) w przestrzeni

Zbiory na plaszczyZnie i w przestrzeni (R?)

1. Otoczenie i sgsiedztwo punktu Fy:



- otoczeniem punktu F) o promieniu r > 0 jest zbior

O(Py,r) ={P: d.(Py,P) <r}

Otoczeniem na plaszczyznie jest koto otwarte o srodku w Fy i promieniu

r > 0. Otoczeniem w przestrzeni R? jest kula otwarta o érodku w Py i
promieniu 7 > 0.

- sgsiedztwem punktu F, o promieniu r > 0 jest zbior
S(P(),T') = K(Po, T)\{P@}

Uwaga. Otoczenie O(Fy, r) okresliliSmy za pomoca metryki euklidesowej d..
Bez wplywu na dalsze rozwazania zamiast metryki euklidesowej mozemy
uzy¢ metryki dpa, lub dy.
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Rys. 3.1.3. (a) otoczenie punktu, (b) sasiedztwo punktu na plaszczyznie

Uwaga. Jezeli promieni otoczenia lub sasiedztwa nie bedzie istotny w
rozwazaniach, bedziemy oznaczali krotko O(Fp) i S(Fy) odpowiednio.

Zbior A jest ograniczony, jesli jest on zawarty w otoczeniu O(Fy,r)
pewnego punktu Py, tzn. A C O(Fy,r).

W przeciwnym przypadku, zbiér A jest nieograniczony.

Rys. 3.1.4. (a) zbidér ograniczony, (b) zbiér nieograniczony na plaszczyznie
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Punkt wewnetrzny: Punkt P € A nazywamy punktem wewnetrznym
zbioru A, jesli istnieje otoczenie O(P,r) zawarte w A, O(P,r) C A.

Wnetrzem zbioru A nazywamy jego podzbior Int(A) ztozony ze
wszystkich punktow wewnetrznych zbioru A

Moéwimy, ze zbior A jest otwarty, jesli kazdy jego punkt jest punktem
wewnetrznym, tzn. Int(A) = A.
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Rys. 3.1.5. (a) Punkt wewngtrzny zbioru, (b) wnetrze zbioru, (c) zbior otwarty

Punkt brzegowy: Punkt P nazywamy brzegowym zboru A, jesli kazde
otoczenie O(P,r), r > 0 punktu zawiera punkty zbioru A, tzn.

O(P,r) N A # () i zawiera punkty nie nalezace do A, tzn. O(P,r) N A # .
Zbior punktéw brzegowych zbioru A oznaczamy jako 0A.

Rys. 3.1.6. (a) Punkt brzegowy zbioru, (b) brzeg zbioru

Zbior otwarty A # () nazywamy obszarem, jezeli dowolne dwa punkty
P,Q € A mozna polaczy¢ tamang catkowicie w nim zawarta. Obszar A wraz
ze swoim brzegiem 0A, (AU 0A) nazywamy obszarem domknietym.



Rys. 3.1.7 (a) Obszar (b) zbidr, ktory nie jest obszarem

Punkt P nazywamy punktem skupienia zbioru A, jezeli kazde sasiedztwo
S(P,r) punktu P zawiera punkty zbioru A.

Uwaga.
1. Kazdy punkt wewnetrzny zbioru A jest jego punktem skupienia.

2. Zbior punktow skupienia zbioru A jest zawarty w zbiorze A U 0A.
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( ieni ; t, ktory nie jest «tem skupienia zbioru
Rys. 3.1.8. (a) Punkt skupienia zbioru (b) punkt, ktory nie jest punkiem skuj

Granica ciggu punktéow {P,} :

lim P, = Py < lim d.(P,, P,) =0

n—oo n—oo

Lemat. Niech P, = (2,23, 2%,...,21), n =1,2,3,... bedzie ciagiem

punktow w przestrzeni R™. Wtedy ciag punktéw P, jest zbiezny do punktu

Py= (29,29, 29,...,2%), wtedy i tylko wtedy, gdy

lim 27 =¥, lim 2} =«
n—oo n—o0

0 1 n 0 : n
m xh =z5, ..., lim 2" ==«
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Uzasadnienie.
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Niech lim d.(F,, FPy) = 0.
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Poniewaz
1
de(Pna PO) S
/m
n 0 n 0 n 0 n 0
max{|a:1 - I1|, |a:2 - :172|, |a73 - $3|, N $m|} <
de(PmPO)y
wnioskujemy, ze
lim 27 = 2%, lim 27 = 2%, lim 22 =22 ..., lim 2" = 20 .
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Niech
lim 27 = 2% lim 2 = 29, lim 2} =23, ..., lim 2" =29 .
n—oo n—oo n—oo n—oo

Poniewaz 0 < d (P, Py) < |2} — 29| + |2 — 28] + |2 — 23] + - + |20, — 22,

wnioskujemy, ze

lim d.(P,, Py) = 0.

n—0o0

Granica funkcji w punkcie

Niech f: D — R, D C R™ iniech Py = (29,295,125, ...,2%) bedzie punktem
skupienia dziedziny D funkcji f. Wtedy

lim f(P)=g<> /\ (nlgrolode(Pn,Po) =0= lim f(P,)= g)

P—Py n—00
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Przyktlad 3.
. _ 2,2
a) V2?2 + y?sin mly, b) lim %,
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a) Funkcja f(x,y) = /2?2 + y?sin x—z Dziedzing funkcji jest zbior
D ={(x,y): x,y # 0}, punkt Py = (0,0) jest punktem skupienia D, niech
P, = (x,,yn) bedzie ciagiem punktow takim, ze
/\xn,yn #£0, lim z, = lim y, =0
n—oo n—oo
Wtedy

0 < |f (rr5)] = ‘\/xa 2 sin (

Stad wynika, ze

1
lim /22 4+ y?sin— = 0.
Ty

(z,y)—(0,0)

)' V2 +y2 — 0, gdy n — oo.

nayn

b) Funkcja f(z,y) = %ﬁgﬂ) Dziedzing funkeji jest zbior
D =TR*\{(0,0)}, punkt P, = (0,0) jest punktem skupienia D. Niech

P, = (x,,yn) bedzie ciagiem punktow takim, ze

/\x%%—yi;&O, lim z, = lim y,, =0
n—oo n—oo

1-— n) .
Niech z, = 22 + 92, wtedy f(zn,yn) = C—OQS(Z) iz, —0, gdy n — oo.
Zn
Obliczenia pomocnicze:
lim 1 — cos(z) ~ lim (1 —cos(z)) ~ lim sin(z) _ 1
Z2—0 22 20 (22) z=0 2z 2
Whiosek
, . l—cos(z,) 1
O S



¢) Funkcja f(x,y) = ;2613;2__22. Dziedzing funkcji jest zbior

D = {(z,y) : 2®>+y*# 2}, punkt Py = (1,1) jest punktem skupienia D.
Rozwazamy ciagi punktow:

1. Niech P, = (14 £,1+ 1), Wtedy f(P.) = gitsme — 3

2. Niech @, = (1+ 2,1 —1). Wtedy f(Q,) = 0.

n
Whnioskujemy, ze granica nie istnieje.



