Zagadnienia omawiane na wyktadzie w dn. 17.03.26

Krzywe w przestrzeni R™: odwzorowanie 7 : [, 5] — R™,
V(t) = (21(2), 2(t), 23(t), ..., 2m(t)), t € [ov, B,

Bedziemy zakladac, ze:

1. funkcje z4(t) , ¢ € [a, f] 1 ich pochodne w3, (t) k = 1,2,...,m sq ciagle,
9. xll(t)2+$/2(t)2+"'+x;n(t)2 #Odlate (a,ﬁ)

Przykltad 1. Obraz krzywej
x(t) = rcos(t), y(t) = rsin(t), t € [0, 27].
jest okregiem na ptaszczyznie o srodku w (0,0) i promieniu r > 0.
Przykltad 2. Obraz krzywej
x(t) = rcos(t), y(t) =rsin(t), z =1t, t € [0, 27].
jest linig $srubowa w przestrzeni R3.
Wektor styczny do krzywej v(t) = (z1(t), z2(t), x3(t), ..., xm(t)):
7 = [2(8), 24(8), (1), .., 2 (1)
Przyktad 3. Krzywe na powierzchni z = f(x,y):
Y1 w=alt), g = ylt), 2 = =) = f(2(), y(®), ¢ € o, 5]
Wektor styczny (jezeli funkcja f jest wystarczajaco regularna):
U= [2(t),y (1), Z(t)], t € (o, B)

Z(t) = %f(l’(t),y(t)) = fo(a(t), y(0)' () + fy(x(1), y(1))y' (1)

v=2a'(t)[L,0, fo(z(t),y(t)] + ¥/ ()[0, 1, f, (z(t), y(1))], t € (a, B)

Wektor ¥ styczny do krzywej na powierzchni z = f(x,y) jest wektorem
stycznym do powierzchni.

Przyklad 4. Dwa wyr6znione wektory styczne do powierzchni;

1. [1,0, fa(x(to),y(to))]: Rozpatrzmy krzywa
v a(t) = alto) + (8 —to), y(t) = y(to), 2(t) = f(x(t),y(t)).



Wektor styczny w t = to: U = [2/(to), ¥ (to), 2'(to)] = [1,0, fu(z(to), y(to))]

2. 0,1, f,(z(t0), y(to))] : Rozpatrzmy krzywa
v oa(t) = x(to), y(t) = ylte) + (t —to), 2(t) = f(x(t),y(t)).
Wektor styczny w t = to: v = [2'(to), y'(t0), #'(t0)] = [0, 1, fy(2(t0), y(to))]

wektor normalny 7i(xg, yo, 20) do powierzchni z = f(z,y): Wyznaczymy
go jako iloczyn wektorowy podstawowych wektorow stycznych do
powierzchni:

ﬁ(lo,yojzo) = [1,0,fx(1’0,y0)] X [0, Lfy(iUo,yo)]
Obliczenia
(%0, Y0, 20) = (;+ fx(ﬂfo,yo)/z) X (j+ fy(l’O,yo)]g) =
1 X

)+ J"}s(xoayo)(]g x J) + fy(xo,yo)(gx E) =
fx(xo,yo)Z— fy(fo,yo)j: [_fa:(any())? _fy(man0)7 1]-

?m/\ SL

Wzér Taylora
Niech

r=xo+ Azr, y =yo + Ay
g(t) = f(ZE() + tAx, Yo + tAy), te [0, 1]
Stosujemy wzor Taylora do funkcji jednej zmiennej g(t) w ¢ =0 :

1 1 1 1
9(1) = g(0) + 379'(0) + 539" (0) + 79" (0) + - +

dla pewnego c € (0,1).



Okreslamy rézniczki wyzszego rzedu

0% f 0% f 0% f
d? f (0, y0) = @(370, yo)Az® + 28:583/(%’ Yo)AzrAy + —ayQ (0, o) Ay* =
9 9\?
(Aﬂf% + Aya—y) f (o, 90)

n—1
. n—1 onLf 1
d"~! f(zo, y0) = ( . )m(xo,yo)m A =

Zauwazamy, ze

9(0) = f(z0,%0), 9(1) = f(z,9)

g'(0) = df (zo, ), ¢"(0) = d2f($o,y0)7 g"(0) = d3f($07?/0)7 S
g™ 0(0) = d" f(wo,yo), 9"(e) = d" (e, ye),

gdzie x. = xg + cAx, y. = yo + cAy.

Stad otrzymujemy wzor Taylora:
1 1, 1 .
f(z,y) = f(wo,90) + ﬂdf(l“o, Yo) + Ed f(xo,y0) + gd f(@o,yo) + -+

1 1
o 1)!d”_1f(xo, yo) + — " (e, ye)




Badanie roznicy
1 1, 1,
f(z,y) — (f(@0,40) + ﬁdf(l"o;yo) + gd f(xo,y0) + gd f(@o,y0) + -+

1 1
o o)) = )

dnf Tey Ye 1 = n anf n—
(& Be) > (k) axn_—w(iﬂc,yc)mﬁ "Ay*

( /Ax2_|_Ay2)n—1 ( /AI.Z_{_AyZ)n—l Pt

n—k k
(1 o"f Ax Ay
! Y ,;_% (k> dxn = Oyk (ze:ve) (MA:UQ + Ay2> (x/AxQ + Ay2>

2" M~/ Ax? 4+ Ay? — 0, gdy /Az? + Ay? — 0,

gdzie

jest wyznaczone w pewnym otoczeniu punktu (xg, yo).
Podsumowanie, réznica

o f

M = max {|f($ay)|7 W

0<k<I<n

S (e ) = () — (F(o,0) + (0, 30) + (o, 0) + e (o, 0) + -+

1 m—1
(n— 1)!d f(xo, 1))

spelnia warunek

lim

v/ Az?2+Ay2—0 < V Ax2+AyZ)

1 gn
n!d f(ze,ye) - = 0

n—

Uwaga. Wzor Taylora dla funkcji w = f(z1,29,...,2m).
Niech

T=(x1,Z2,..., %), Tg= (a:(l),:vg, . ,x?n), AZ = (Axy, Azy, ..., Axy,)
Wtedy

(w1, T2, ..,2p) = (@V, 25, ... 2%) 4+ (Axy, Az, . .., Azyy)



lub w skrocie
T =Ty + AT
Okreslamy
g(t) = f(zo+t-AZ), t €[0,1]

Ze wzoru Taylora otrzymujemy

1 | 1 1 1.
9(1) = 9(0) + 776 (0) + 576" (0) + 576" (0) -+ + = 1)!9( (0) + —9"(e),

dla pewnego ¢ € (0,1), przy czym

Okreslamy rozniczki wyzszego rzedu

an—l
A"V f(Zo) = > - / 5—(70) Azy, Ay, . Ay, =

1<ri,r2,.;rp—1<m

o"f
d"f(z,) = T.) Ax,, Ax,, ... Ax,
f (@) Z 0x,, 0%, ... 0x,, (Te) Az, A Trn
1<r1,r2,0rn<m



Przyklad 5. Niech m = 3, Ty = (2o, %0, 20), T = (7,9, 2) € R3. Rozniczki
rzedu 1,21 3

o, of of
df (Zo) = %(xo) Az + a—y(xo) Ay + &(950) Az
. *f, >’ >’f
de(.To) = %( 0) Az? + a—yQ( 0) 2 + @(.ﬁbo) A22+
P*f 0% f P*f
28208 (Zo) AxAy + 28x82 (Zo) AxAz + 28y82 (ZTo) AyAz
_ Pf Pf Pf
&’ f(zo) = @( o) Az’ + a_yg( 0) Ay’ + 9.3 (To) A2+
o3 o3
38x2g (To) Az?Ay + 3 pe an (Zo) AxAgy+
>r;f >’f
38x28z< To) Ar? Az + 38x822( To) ArAZ*+
03 o3
38y2gz<_ ) AyrAz + 3a an(a:O) AyAz*+
Pf
(%cay@z( ) AzAyAz
. 0 0 o\"

gdzie T. = Ty + c[Ax, Ay, Az] dla pewnego ¢ € (0,1).
Podsumowanie, roznica

(@) = @) = (F(@0) + 5df @) + g Fao) + £ (z0) + -
1
)
spelnia warunek
lim o 4" f(ze) S

\/AI12+AI22+"'+ALEm2ﬁ>O <\/ACL’12+AIQ2++AIEm2)

Ekstremum lokalne funkcji z = f(z,y) w punkcie wewnetrznym (xq, yo)
dziedziny funkcji.



Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.

Niech funkcja f(x,y) ma w (z,yo) ekstremum lokalne. Wtedy

0 9
(w0, 90) = 0, GL(x0,90) = 0

Uzasadnienie. Rozwazmy funkcje g(z) = f(x,yo) w otoczeniu punktu z.
Funkcja g(x) ma w zo ekstremum lokalne, wiec

0
0= 9/(950) = a_ij(wo, yo)-

. . .0
Podobnie uzasadniamy, ze 8—5(3:0, yo) = 0.

Warunek dostateczny

Niech
L. %(x()ay()) - 07 g_i(x()ay()) - 07

2. Rozwazmy forme kwadratowa

’LU(AZL‘, Ay) = fxw(xm yO)AxQ + 2fmy(x07 yo)AxAy + fyy(an yO)AyQ

a) Jezeli w(Az, Ay) jest dodatnio okreslona, tzn. w(Az, Ay) > 0 dla
wszystkich Az? + Ay? > 0, to funkcja f(x,y) przyjmuje w (zo, yo)
swoje minimum lokalne.

b) Jezeli w(Az, Ay) jest ujemnie okreslona, tzn. w(Az, Ay) < 0 dla
wszystkich Az? + Ay? > 0, to funkcja f(x,y) przyjmuje w (zo, yo)
swoje maximum lokalne.

c) Jezeli w(Ax,Ay) jest nieokreslona, tzn. w(Az, Ay) przyjmuje
zarowno wartosci dodatnie jak i ujemne, to funkcja f(z,y) nie ma
ekstremum lokalnego w (g, yo).

Uzasadnienie Rozwazmy wzor Taylora zastosowany do funkcji f:

f(LL’, y) = f(*r(): yO) + df(xmyO) + %d2f(l’0, yO) + éd3f(x87 yc)'
Wtedy

f(xa y) B f(x()a ?JO) _ lde(xm ?JO) l de(‘rca yc)
(Az? + Ay?) 2A22 + Ay? 6 Ax? 4+ Ay?




Zauwazamy, ze

d? f (0, Yo)
A2 Ay )
. _ Az _ Az 2 2 __
gdzie u = Jaiag v = Jaciag przy czym u” + v- = 1.

Przypadek 1. Forma kwadratowa w(u, v) jest dodatnio okreslona
Poniewaz w(u,v) jest funkcja ciagla, wiec na zbiorze
S = {(u,v) : u*> + v? = 1} osiaga swoja najmniejsza wartos¢ m > 0, czyli

w(u,v) >m >0

dla (u,v) € S.

Poniewaz

1- dgf($07 yC) _
m Az
VAt a0 Ar? + Ay

istnieje takie otoczenie O(zg,yo), ze

& f (e, ye)
—-_m < m <m
dla (z,y) € O(zo, yo)-
Stad
[z, y) — f(@o, yo) _ 1 d* f (o, yo) 1 &’ f (e, ye)
(Az? + Ay?) 2Ax2 4+ Ay? 6 Ax?+ Ay?
LSS S S
2" " T 3"

dla (z,y) € O(zo, o). Co oznacza, ze funkcja f ma minimum lokalne w
(.T(), ?JO) :

Przypadek 2. Forma kwadratowa w(u,v) jest ujemnie okreslona. Osigga
ona swoja najwicksza wartos¢ M < 0 na zbiorze S = {(u,v) : u* + v* = 1}.
Istnieje takie otoczenie O(xg, yo), ze

& f (e, ye)
M< —————F"""F<-M
< Ax? + Ay? <

dla (z,y) € O(xo, Yo)-



Stad
f(ZL’, y) — f(l’(), yO) _ lde(‘r(h yO) 1 d?’f(xc, yc)

(A2 + Ay2)  2A22+ A2 6 Ax2 + Ay?
1 1 1
-M—-M=-M<0
2 6 3
dla (z,y) € O(zo,y0). Co oznacza, ze funkcja f ma maximum lokalne w

(70, Y0)-

Przypadek 3. Forma kwadratowa jest nieokreslona. Niech (uy,vy) i
(u2,v2) € S beda
wybrane tak, ze spelnione sa nieréwnosci
a=w(up,v) <01ib=w(ugve) >0
Przyjmijmy
1 1

/ /
Ax, = EUI’ Ay, = Evl

z,, =z + Az, Y, = yo + Ay,

1 1
Azl = —ug, Ayl = —vy
n n

Ty = To + Az, Yy = Yo + Ayy

n

dlan=1,2,3,....

Wtedy
Tim (7, 9,) = (20, 0)
nh_)Igo(J:Z,yZ) = (20, Yo)-

f(@h yn) — f(@o, yo) _ 1 d* f (o, yo) 1 & f(xt, y2) _
(Azl 2+ Ay ?) 2AT 24+ Ayl 6 AT+ Ayl?
1 d’f(z, ye)

T A2
6 Azl ” + Ay,

1
§w(u1, ’Ul)

Poniewaz

o ()
a=w(uy,v) <01 nh_}r& —Ax;f W -



fn,vn) — fxo,90) <0

dla dostatecznie duzych n. Podobnie otrzymujemy

fn,yn) — fxo,90) >0

dla dostatecznie duzych n. Z powyzszych nieréwnosci wynika, ze funkcja f
nie ma ekstremum lokalne w (g, yo).

Badanie formy kwadratowej w(u,v) = Au? + 2Buv + Cv?. Rozwazamy
macierz wspotczynnikow

vl

B C

Kryterium Sylvestera:

1. Jezeli A > 0, det(M) = AC — B? > 0, to forma kwadratowa w(u, v) jest
dodatnio okreslona.

2. Jezeli A <0, det(M) > 0, to forma kwadratowa w(u,v) jest dodatnio
okreslona.

3. Jezeli det(M) < 0, to forma kwadratowa jest nieokreslona (przyjmuje
zaréwno ujemne i dodatnie wartosci).

Sformutowanie warunku dostatecznego istnienia ekstremum fukcji w
oparciu o kryterium sylvestera

Warunek dostateczny

Niech

0 2]
1. 5_£(an yO) - 07 a_g(xﬂa yO) - 07
2. Rozwazmy forme kwadratowa

w(Ax, Ay) = fm(fﬁo, yo)AZEQ + Qfxy(l"o, yo)AﬁAy + fyy(l“o, yo)Ay2

Okreslamy macierz drugich pochodnych (hesjan)

_ fm(x,y) fmy(]:ay)
Hew) =15 ) fuley)

a) Jezeli frz(xo,y0) > 0, det(H (zo,90)) > 0, to funkcja f ma minimum
lokalne w (zg, yo)-

b) Jezeli fi.(xo,v0) <0, det(H (xg,y0)) > 0, to funkcja f ma maximum
lokalne w (o, yo)-



c) Jezeli det(H (zo,90)) < 0, to funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w
(.750, ?/0) :

Uwaga. Warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego w (o, yo, 20)
dla funkcji f(z,y, z) Okreslamy macierz drugich pochodnych (hesjan)

fa:a:(xvyaz) fxy(xaf%z) fxz(xvyyz)
H(xvyvz): fy$($’y>z) fyy($’y72) fyZ(mh%z)
fea(®,y,2)  foy(m,y,2)  fox(z,y,2)

(o) = [ S ) |, Mty ) = | Feloimns) o)

a) Jezeli det(Hi(xo, Yo, 20)) = fax(Z0, Yo, 20) > 0, det(Ha(zo, Yo, 20)) > 0
det(H (zo, Yo, 20)) > 0 to funkcja f ma minimum lokalne w (xg, yo, 20)-

b) Jezeli det(Hi(zo, Yo, 20)) = fu(@0, Yo, 20) < 0, det(Ha(zo, Yo, 20)) > 0 1
det(H (zo, Yo, 20)) < 0 to funkcja f ma maximum lokalne w (o, yo, 20).

c) Jezeli det(Hs(zo, 0, 20)) < 0, to funkcja f nie ma ekstremum
lokalnego w (o, yo)-



