Zagadnienia omawiane na wyktadzie w dn. 26.03.26
Ekstremum warunkowe. Metoda redukcji liczby argumentow.

Przyklad 1. Znalez¢ ekstremum lokalne funkcji f(z,y) = 22 + y* przy
warunku g(z,y) =z —y+ 1= 0.

Rozwiazanie. Wyrazamy y przez x: y = x + 1. Wten sposéb zadanie
sprowadza sie do wyznaczenia ekstremum lokalnego funkcji

hiz)=f(z,z+1)=a*+ (x+1)* =22+ 22+ 1, z € R.

Funkcja h przybiera swoje minimum lokalne h = 1/2 w xy = —1/2, funkcja
nie ma innych ekstreméw. Ostatecznie: f przyjmuje warunkowe minimum
lokalne w (zg = —1/2,y0 = 1/2).

Przyklad 2. Znalez¢ ekstremum lokalne funkcji f(z,y) = 22 — y? przy
warunku g(z,y) = 22 +y?> — 1 = 0.

Rozwiazanie. Wyrazamy y przez x: y = £+v/1 — 2. Wten sposéb zadanie
sprowadza sie do wyznaczenia ekstremum lokalnego funkcji

h(z) = flz,£V1 —22) = 2° — (1 —2%) =22% — 1, z € [-1,1].

1. Funkcja h przybiera swoje minimum lokalne h = —1 w 2y = 0, Stad f
przyjmuje warunkowe minimum lokalne f = -1 w (2o =0,y0 = 1) i w
(o = 0,0 = —1).

2. Funkcja h przybiera swoje maksimum lokalne h=1wzxqg=11iw
xo = —1, Stad f przyjmuje warunkowe maksimum lokalne f =1 w

(xO = 17y0 = 0) 1w (.TO = —17210 = 0)
Ekstremum warunkowe. Metoda mnoznikéw Lagrange’a.

Zagadnienie. Znalez¢ ekstremum lokalne funkeji z = f(x,y) przy warunku
g(z,y) = 0.

Twierdzenie 1. Niech funkcje f, g : R? — R beda funkcjami klasy C*.
Oznaczmy S = {(z,y) : g(x,y) = 0} i zalozmy, ze Vg(xo,yo) # [0, 0] dla
pewnego (xg,yo) € S. Jesli f|.S (co oznacza " f ograniczone do S") ma
lokalne ekstremum na S w (xo, 30), to istnieje A\ takie, ze

(1) Vf(wo,90) = MVg(wo, Yo)-



Uzasadnienie. Rozpatrzmy dowolna krzywa (t) = (z(t),y(t)) t € (o, §)
na S taka, ze z(ty) = xo 1 y(to) = yo. Wtedy:

1. g(z(t),y(t)) =0dlat € (a, 8). Stad

0 = L9l (®),5(0) = a0, y(O) (1) + GHale). ) (1) =

Vg(x(t), y(1)) - [2'(2),/ (t)].

W szczegolnoscei

(2)  Vg(a(to),y(to)) - [2' (o), y'(to)] = Vg (wo, yo - [7'(t0), y'(t)] = 0

Rozpatrzmy funkcje h(t) = f(x(t),y(t)), t € (o, f). Przyjmuje ona swoje
ekstremum w t = to (bo f|S ma ekstremum w (¢, o)), stad

0=Hlto) = f0ue)| =

t=to

Vf(x(to), y(to)) - [2'(t0), ¥/ (to)] = V f (w0, y0) - ['(t0), ' (t0)].

Czyli wektory Vg(xg,yo) # [0,0] i V f(x0,y0) sa prostopadte do wektora
[2'(to), ¥ (to)]. W takim przypadku istnieje A\ takie, ze speliony jest
warunek . Punkt (z9,v0), w ktorym spelniony jest warunek
nazywany jest punktem krytycznym funkcji f1S.

Podobnie dowodzimy tego twierdzenia w przypadku wyzszych wymiarow,

np.

Twierdzenie 2. Niech funkcje f, g : R® — R beda funkcjami klasy C*.
Oznaczmy S = {(z,y,2) : g(z,y,2) = 0} i zalozmy, ze

Vg(xo,yo, 20) # [0,0,0] dla pewnego (zo, o, 20) € S. Jesli f|S ma lokalne
ekstremum na S w (g, 4o, 20), to istnieje A\g takie, ze

(3) Vf@o, Yo, Zo) = )\OVQ($07 Yo, Zo)-

Zastosowania twierdzenia 1 (metoda mnoznikéw Lagrange’a) do
wyznaczenia ekstremum lokalnego funkcji

Z:f(flf,y)

przy warunku dodatkowym
g(x,y) =0



opieraja sie na spostrzezeniu, ze z twierdzenia 1 wynika, ze punkt
warunkowego ekstremum funkcji f jest tez punktem krytycznym funkcji

flS.
Uzasadnienie. Konstrukcja pomocniczej funkcji Lagrange’a:

L(z,y,\) = Ag(z,y) + f(z,9)

Znajdujemy punkty stacjonarne (zg,yo, Ao) funkeji L, czyli spelniajace
uktad réownan:
0L oL oL

E g(z,y) =0, = Az (2, y)+fa(z,y) =0, i Agy(z,y)+fy(z,y) =0

Punkt stacjonarny (zo, yo, Ao) funkcji L spetia warunki
9(wo,90) = 0, Vf(x0,90) = —AVg(To, Yo)-

To oznacza, ze jezeli (xg,yo) jest punktem warunkowego ekstremum funkcji
f, to istnieje Ao takie, ze punkt (xg, yo, Ao) jest punktem stacjonarnym
funkeji Lagrange’a L(x,y, ).

Przyklad 3. Znalez¢ ekstremum lokalne funkcji f(z,y) = 22 + y* przy
warunku g(z,y) =z —y+ 1= 0.

Rozwiagzanie. Tworzymy funkcje Lagrange’a
L(z,y,\) =Xz —y+ 1)+ 2° +y°

i znajdujemy jej punkty stacjonarne. Uklad réwnan dla punktow
stacjonarnych

Ly=z—y+1=0
Le=A+22=0
Ly=—=A+2y=0

N | —

Ao =1, 1’0:—%, Yo =

W punkcie (g = —3, 40 = 3) funkcja f|S osiaga swoje minimum lokalne,
przyjmuje dowolnie duze wartosci, nie ma warunkowego maximum
lokalnego.

Przyktad 4. Znalez¢ ekstremum lokalne funkcji f(x,y) = 2* — y? przy
warunku g(z,y) = 22 +y?> — 1 = 0.



Rozwiazanie. Funkcja Lagrange’a
L(z,y, \) = Mo +y* = 1) +2° — ¢’
Uktad réwnan dla punktéw stacjonarnych

Ly=24+y"—1=0
L,=2)\x+2x=0
L,=2\y—2y=0

)\0:1, 513'0:(), y():—l,
Ao=120=0,y =1,
Ao =—1, zo=1, yo =0,
)\0:—17 .I‘():—]_, yOZO

A T | Yo =
1 0 —1] -1
1 0 1 —1
—-1]1 0 1
—1]1-=11]0 1

Zbior S = {(x,y) : g(x,y) = 2* +y* — 1 = 0} jest domkniety i ograniczony,
wiec funkcja ciggla f|S = 2 — y?|S przyjmuje w nim swoja najwicksza i
najmniejsza warto$¢. W tych miejscach sa to takze ekstrema lokalne.
Dlatego analiza tabelki wykazuje, ze w punktach (g =0,y = —1) i

(o = 0,y0 = 1) funkcja f|S osiaga swoje minimum lokalne f = —1, w
punktach (xg = —1,y0 = 0) i (29 = 1,yo = 0) funkcja f|S osiaga swoje
maximum lokalne f = 1.

Przyklad 5. Wyznacz prostopadtoscian o najwiekszej objetosci wsrod
prostopadltoscianéw o powierzchni catkowitej rownej 10. (Zaktadamy, ze
taki prostopadloscian istnieje.)

Niech z,y, 2 > 0 beda krawedziami prostopadlo$cianu. Wtedy zadanie
formutujemy nastepujaco: znalezé maksimum warunkowe funkcji

V(z,y,z) = zyz przy warunku g(z,y,) = 2(zy + 2z + yz) = 10, z,y,z > 0.
Konstruujemy funkcje Lagrange’a

L(z,y,2z,A\) =2\ (zy + 2z + yz — 10) + zyz



Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji L

%:Q(xy+xz+yz—10):0 xy+xz+yz=>5

%:2A(y—|—z)+y2=0 2AMy+2)+yz=0
%ZQA(x+z)+xz:0 2z +2)+22=0
Ge=2\(z +y)+ay=0 2\ +y) +ay =0

1. Zauwazmy, ze © # (y # 01 z # 0). W przeciwnym przypadku x = 0
bytoby V' = 0 co nie jest najwieksza wartoscia, wtedy mozna bytoby
zauwazyc, ze

Yz =95 N0
2AMy +2)+yz=0

Yz =2>5
202 =0

Z =
2y = 0 Y

sprzecznosé. Eliminujac A otrzymujemy

(xy+xz+yz:5 (xy+xz+yz:5 xy+xz+yz:5
A=-— (y+Z) A=— 2(y+Z) A= - 2(y+z)

A= 307 ety — ~50ot7) y(x+2) =z(y +2)
(A= Sty ("%t = 3ty dwty) =2y +2)
(cy+az+yz=5 (322 =5

/\:_2(5;) x2@22:\/§7

ey =iz

Przyklad 6. Znalez¢ ekstremum warunkowe funkcji f(z,y,2) =z +y+ =
przy warunkach 2° + > =2 ix+ 2z = 1.

Rozwiazanie. Konstrukcja funkcji Lagrange’a

Lz,y, 2, p) =M+ =2) +p(z+2—1)+z+y+2



Wyznaczenie punktow stacjonarnych funkcji Lagrange’a

Ly=0,L,=0 L,=0,L,=0, L, =0

(22 + 42 =2 (22 + 2 =2 (22 + 2 =2
r+z=1 r+z=1 r+z=1
2 +p+1=0 2M\x =0 =0
22y+1=0 2 2y+1=0 22y+1=0
p+1=0 (p=-1 (pn=-1

z=1

z=0

22y+1=0
(p=-1

Punkty podejrzane o ekstremum warunkowe;

Zo | Yo 20 f:
0 [—v2|1 | =V2+1
0 [v2 |1 V241

Funkcja ciagla f osigga najwieksza i najmniejsza warto$¢ na zbiorze
domknietym i ograniczonym S = {(z,yz) : 2> +y* =2 ANz +y=1}. Z
tabelki wynika, ze f przyjmuje warunkowe minimum lokalne w punkcie

(0 = 0,90 = —V/2, 20 = 1) i przyjmuje swoje warunkowe maksimum lokalne
w punkcie (zo = 0,50 = V2,20 = 1).

Zastosowanie metody mnoznikéw Lagrange’a do wyznaczania ekstremum
globalnego funkcji f : U U0U — R okreslonej na ograniczonym zbiorze

U UO9OU, gdzie U jest ograniczonym obszarem. Zaloézmy, ze brzeg OU obsaru
U C R? jest zadany w nastepujacy sposob: U = {(z,vy,2) : g(z,y,z) = 0},
przy czym Vg(z,y, z) # [0,0,0] dla (x,y, z) € 0U. Wtedy wyznaczenie
ekstremum globalnego moze przebiegaé¢ nastepujaco:

1. znalez¢ punkty krytyczne funkcji f w obszarze U.

2. uzy¢ metody Lagrange’a do wyznaczenia punktéw stacjonarnych funkcji
Lagrange’a skonstruowanej dla f|0U.

3. Obliczyé¢ wartosci funkeji f w znalezionych punktach krytycznych i
wybraé¢ wartosci ekstremalne.




Przyklad 7. Znalez¢ maksimum i minimum funkcji f(z,y,2) =x+y+ 2
w zbiorze D = {(x,y,2) : #? +y*+ 22 <1}

Rozwiazanie. Niech U = {(x,y,2): 2 +y*+2? < 1}. Wtedy D = U U9U,
gdzie OU = {(x,y,2) : 2> +y*>+ 22 =1}.

1. Punkty krytyczne w U:

fw:()a fy:0> fz:O

Poniewaz f, = f, = f. = 1, funkcja f nie ma punktow krytycznych w U.
2. Punkty krytyczne funkcji f|0U. Konstrukecja funkcji Lagrange’a
Lz, y, 2, \) = A@®+y*+ 22— 1) +x+y+2

Ly=2*+y"+22 1, L,=2\v+1, L, =2 \y+ 1, L, =2\z+ 1

(2 2 2 (0,2

r +y +z2=1 3z =1

x:y:z .T:y:Z
22x+1=0

<222 +1=0 22x+1=0
22y+1=0

2 y+1=0 22y+1=0
22z2+1=0

\2/\24—1:0 2 z+1=0

To=Yo =%20= —F > Lo=Yo= 20 = —

3

S
s =S

3 . . .
,—%°, —%°) i osigga swoje

Funkcja f osiaga swoje minimum w (—

V3 V3 V3
3°73°°3/

“[S

maksimum w (
Test pochodnych drugiego rzedu dla ekstremum warunkowego.

Twierdzenie. Niech f : U CR? - Rig:U C R? — R beda funkcjami
gladkimi (co najmniej klasy C?). Niech (zo,yo) € U, g(zo, o) = 0 i niech

S ={(z,y): g(x,y) = 0}. Zalozmy, ze Vg(xo,y0) # [0, 0] 1 istnieje Ao takie,
ze Vf(xo,y0) = —AoVg(zo, yo). Konstruujemy pomocnicza funkcje
L(z,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y) 1 brzegowy Hessian

0 9z Gy



1. jezeli det(H) > 0, to w (z¢, %) funkcja f ma lokalne maximum
warunkowe

2. jezeli det(H) < 0, to w (xo, yo) funkcja f ma lokalne minimum
warunkowe

3. jezeli det(H) = 0, to w (zo,yo) to test nie rozstrzyga o ekstreum
warunkowym
Uzasadnienie. Rowazmy dowolna krzywa (z(t),y(t)), t € (o, ) na S taka,

ze (2(to) = zo,y(to) = yo). Wtedy
g(x(t),y(t)) =0

0= (e (t), y(0)) = e '(8) + 0,4/ (0).

W szczegblnosci

Vg(o,y0) - [ (t0), ¥ (to)] = 0

0= 5—;9@@ Y(1)) = Guw - (07 + 290, - (DY (1) + gy -5/ (1) +

9o 2"(t) + g, y"(t) =
RO B el B I RS RO RO
Rozwazmy h(t) = f(x(t),y(t)) dlat € (o, §). Wtedy
h,(t) = fa: : I/(t) + fy : y,(t)’
W'(8) = fow - @' (8)" + 20y - ' (Y () + fuy -y () + fo - 2" () + £, -y (1) =

SN0 bl B Bl R e SN

Funkcja h(t) ma ekstremum lokalne w ¢, , stad

W (to) =V f(zo,90) - [2'(t0), ¥ (to)] = 0.



Zauwazamy, ze

B (to) = h'(to) + Ao%g('x(t), y(®)|

o/l (| o e o] e e )R L

(V (2o, yo) + M Vg(@o, yo)) - [2"(t), y"(t0)] =

vV
=0

[ (t0), ¥/ (to)] - <[ JfCZ }CZ } + Ao { gZ zzz D ' [ ?j:'/((z(?; } B

(1), o/ ()] { ézx éxy } , { 7' (to) }

Ty vy

Poniewaz

Vg(wo,y0) - [2'(t0), ¥ (to)] = 01 Vg(xo,y0) - [=gy(0, %0), gu(x0, ¥0)] = 0,

mozemy zalozy¢, ze

[#"(t0), ' (to)] = [—9y(x0, %0), gz (@0, y0)].
W ten sposdéb

h"(to) =

LJ::L’ ny — Gy :| TIT7
— Gy, Ga] - . =—det H
(=9 9a] [ny Lyy} {gx
(Ostatnia rownosé sprawdzamy rozwijajac lewa i prawa strone réwnosci. )
W ten sposob badamy znak h”(ty) i w konsekwencji otrzymujemy warunki
istnienia ekstremum funkcji h(t).

Przyktad 8. Znajdz punkty ekstremalne funkcji f(z,y) = (x — y)? przy
warunku 22 + y? = 1.
Konstruujemy funkcje Lagrange’a: L(z,y,\) = Ma? +y> — 1) + (x — y)3



Ly=2*+y"—1=0, L, =2\ +3(z —y)* =0, L, = 2\y — 3(z — y)*

2Mr +3(xr —y)* =0
2 \y — 3(z —y)? =0
224+ —-1=0

(

A=0
{e—y=0 Vv
\x2+x2—1:0

(A=0
=1y V
|z =y =v2/2,

T =y

vV 2Xr + 1222 =0

x:\/§/2, y:—\/§/2 V

(2)\z +3(z —y)* =0
20y —3(z —y)* =0
224+ —-1=0
(A(z+y)=0

(2 +y =0

20 +3(x —y)?=0
20y —3(x —y)? =0
(22 4+ —1=0

Zo Yo f=
V2/2  |V2/2 |0
—V2/2 | —v/2/2 |0

V32 (V22 |3

V2/2 | —V2/2]2V2

W punkcie (zo = —v/2/2,y0 = V/2/2) funkcja ma minimum warunkowe i w
punkcie (2o = v2/2, 50 = —v/2/2) funkcja ma maksimum warunkowe.

(A=0
rT=y
\x:y:_ﬁ/27

.I':—\/§/2, y:\/ﬁ/Q

0,



