Wyktad 1. Elementy logiki i rachunku zbioréw
Jezyk matematyki, liczby rzeczywiste
[. Rachunek zdari. Pojecie zdania, wartosci logicznych i pojecie tautologii.
Przyktady zdan:

o p="suma katoéw w trojkacie jest réwna 180°"
0q="24+2=5"
or="24+2=4"
o s="2+2#£5"
Operacje na zdaniach
o —p (negacja)
o pV q (alternatywa)
o p A q (koniunkcja)
o p — ¢ (implikacja)
Wartosé logiczna zdania:

zdanie prawdziwe p - wartosé logiczna 1,
zdanie fatszywe p - wartos$é logiczna 0.

Wyznaczanie wartosci logicznej zdan ztozonych. Przyktad dla alternatywy,
koniunkcji, implikacji oraz réwnowaznosci:

Pla|pVyq Plqa|PNg Plg|pP—4q Plqa|P=4
010 0 010 0 010 1 00 1
01 1 01 0 01 1 01 0
110 1 110 0 110 0 110 0
111 1 111 1 111 1 111 1

Def. Tautologia: zdanie zlozone, ktorego warto$é logiczna jest réwna 1 bez
wzgledu na to jakiej wartosci logicznej sa jego sktadniki, np:

o FE-pVp
o Ep=q< —pVq (prawo eliminacji implikacji)

o E(pVq) < —pA g (prawo de Morgana)
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o E-(pAq) < —pV g (prawo de Morgana)

2.

3.

4.

Def. Funkcja zdaniowa (formuta zdaniowa) na zbiorze () nazywamy
dowolne przyporzadkowanie ¢/ elementom zbioru €2 wartosci logicznych
ze zbioru {0, 1}.

Przyktlad

Y(r)=2+5<82z€Q=R

dla kazdego wybranego x, ¥(z) staje sie zdaniem logicznym; dla jed-
nych argumentow x jest to zdanie prawdziwe, dla innych jest to zdanie
fatszywe.

Przyktad

Y(r,y) =z <y, 2,y Q=R

formuta zdaniowa moze byc funkcjg jednego, dwoch lub wiekszej liczby
argumentow.

Kwantyfikatory
o kwantyfikator ogolny: A ¢(z), czytamy "dla kazdego = zachodzi
(prawdziwe jest zdanie) ¢(z)"

Przyktad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
X

A\ 2% + x > 0 - zdanie falszywe, (rozpatrz np. z = —0.5)

o kwantyfikator szczegolny: \/ ¢(x), czytamy "istnieje taki x, ze za-

chodzi (jest prawdziwe) zdanie ¢(z)"
Przyktad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
x

N\ 2%+ 2z < —1 - zdanie falszywe,

negacja wyrazenia logicznego z kwantyfikatorem

< (o) & Vst



~ (Vo) & Aot

T

Przyktad

xT

- (/\ P4 < —1) & \/ 2% + x > —1 ostatnie zdanie jest prawdziwe

zasady stosowania kwantyfikatorow w przypadku funkcji zdaniowych ¢
dwoch lub wiekszej liczby argumentow

o AANé(z,y) & ANo(z,y)
VVé(z,y) = VVo(z,y)

(zmiana kolejnosci kwantyfikatoréw tego samego rodzaju nie zmienia
wartosci logicznej wyniku)
o zdania A\ ¢(z,y) iV A\ ¢(z,y) moga mieé¢ roézne wartosci logiczne
Ty

Yy x
(zmiana kolejnosci kwantyfikatorow roznych rodzajow moze zmienié

warto$¢ logiczna wyniku)

Przyktad

zdanie A \/ x < y jest prawdziwe, a
z y

zdanie \/ A\ x < y jest falszywe, x,y sa liczbami rzeczywistymi.
y T

Oznaczenie: ¢ = 1) oznacza rownowaznosé (¢ <> )

Aksjomat ekstensjonalnosci: zbiory A, B sa rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego x mamy

Nz € A) & (z € B)]

x

Def. suma zbiorow: (xr € AUB) < ((xr € A) V (z € B))
Def. iloczyn zbiorow: (z € AN B) <> ((x € A) A (x € B))

Def. réznica zbiorow: (x € A\B) <> ((x € A) A =(z € B))



10.

11.

12.

Zbior pusty. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Wtedy zbior () = A\ A
zbiorem pustym. Inaczej, prawdziwe jest zdanie

Al e )« (€ A)A(z € A))

T

Zauwazamy, ze zdanie po prawej stronie znaku < jest zawsze falszywe.
Dlatego zdanie z € () jest falszywe dla kazdego =, w konsekwencji zdanie
x € () jest tez zawsze falszywe, w takim przypadku mowimy, ze zbior
pusty nie zawiera zadnego elementu.

Wtasnosci zbioru pustego

— () C A dla kazdego zbioru A, bo nastepujaca implikacja

Nl € 0) = (z € A)]

x

jest prawdziwa (tu poprzednik implikacji jest zawsze zdaniem falszy-
wym)

— AUD = A, dla kazdego zbioru A, bo dla kazdego x zachodzi:

re(AUD) < [(reA)V(zeld))xeA

Tw. Istnieje doktadnie jeden zbioér pusty.

Uzasadnienie: rozwazmy dwa zbiory puste (); i 0 , przyjmujac w
rownosci (2) wyzej A = 0y , 0 = 0y otrzymujemy 0; U 0y = 0y
podobnie 0y U 0y = () . Stad 0 = 05.

Def: Dla A C Q okreslamy A° = Q\ A (uwaga: zawsze musimy wiedzie¢
do jakiego zbioru 2 dopelniamy)

Tw. (prawa de Morgana) Dla A, B C 2 mamy

- (AUuB)*=A°NB°
- (ANB)*=A°UB°

Odpowiednio$é¢ miedzy tautologiami a prawami rachunku zbioréw, przyktady:

pVq (gVp)AUB=BUA

- E@®Va

- EW®Ag < (@Ap): ANB=BNA
- E@®AD)

- =

<
<
pAp)p: ANA=A

(pVgVr<pVvigVvr)): (AUB)UC =AU (BUC)
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13.

14.

17.

—E (Ve < (-pA-q): (AUB)* = A°NB°

Def. Funkcja (forma) zdaniowa na zbiorze {2 nazywamy dowolne przy-
porzadkowanie 1 elementom zbioru €2 zdan o wartos$ciach logicznych ze

zbioru {0, 1}, tzn. ¢ (x) staje sie zdaniem logicznym A .
e

Def. (operacja wyr6zniania) Funkcje zdaniowe uzywamy do definiowa-
nia zbioréw. Niech ¢ bedzie funkcjg zdaniowa na zbiorze 2. Wtedy
A={zeQ: ¢(x)} jesli

reA[(re)Aop(x).
Przyklad: {r e R: 0 <z Az <2} =(0,2].
Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:

o ~(Az € o) = (V€ Q)(=o(x))
o (Ve o(x) = (Az € Q)(=o(x))



