Wyktad 3. Kresy zbiorow. Ciagi liczbowe.
Uzupelnienia:

1. Wartos¢ bezwzgledna

1 a, jeslia >0
al =
—a, jeslia <O.

Wtasnosci

o Jeslia < |b] 1 —a < b, to |a] < |b].
Uzasadnienie a. przypadek a > 0: |a| = a < |b|
b. przypadek a < 0: |a| = —a < |b]
w obu przypadkach zgdana nieré6wnos¢ jest prawdziwa.

e Alz+yl < |z|+ |yl

zy
Uzasadnienie
v < x|, y < |yl —x < z|, =y < |yl
z+y < |z[+ |yl —(z+y) <z +y|

|z +y| < x| + |yl

o Allel=lyll < lz -yl
7y

Uzasadnienie
|z =]z —y+y|l <|r—y|+]y], zamiana z nay
2| — |y| < |z —y| lyl — 2| < |z —y|

|zl = [yl < |z —y|
2. Kresy zbiorow.

Niech () # A, bedzie ograniczony. Okreslamy
e zbior liczb @ ograniczajacych zbior A od dohi: A = {a: Na € A —
a<a}U{—o0}

e zbidr liczb @ ograniczajacych zbior A od dotu: A = {a¢: Na€ A—
a<a}U{oco}



Z Zasady zupelosci wynika, ze w zbiorze A jest element najwiekszy max Ae
A, a w zbiorze A jest element najmnieszy max A € A. Te liczby stuza do
okreslenia kres6w zbioru A:

e kres dolny: inf A = max A
e kres gorny: sup A = min A.
7 okreslenia kreséw wynika, ze

e \NinfA<a<supd
acA
Przyktad
Niech A = [0,2]. Wtedy

A= (—00, 0] U {—o0}, A= [2,00) U {0}

max A = inf A = 0, min A = sup A = 2.

Przyktad
Niech A = (0,2). Wtedy

A= (—00,0|U{—00}, A=[2,00)U{o0}

maxA=infA=0, minA=supA=2.

Przyktad

Zbior liczb naturalnych N jest nicograniczony od gory (N = {co} i supN =
Uzasadnienie

Dowod nie wprost (a.c.), zaktadamy przeciwnie, ze zbior N jest ograniczony
od gory. Niech ¢ = supN. Wtedy liczba ¢ — 1 (jako mniejsza od c¢) nie jest
liczba ograniczajaca zbior N od gory, wiec istnieje liczba naturalna ng € N
taka, ze ¢ —1 < ng. Poniewaz wtedy ¢ < ng+11ing+1 € N, ¢ nie jest liczbg
ograniczajaca zbior N od gory. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi prawdziwosci
twierdzenia.

Whiosek: (Az € R)(z>0— (VneN)(0< <)

Whiosek. Niech A = {2 :n € N}. Wtedy A = (—o0,0] i inf(A) = 0.
Przyktlad.

Niech A ={27":n € N}. Wtedy inf A=0isupA = 1.
Uzasadnienie.



e supA: 1=2>2"dlan>1;

e inf A: zaczniemy od udowodnienia indukcyjnie nieréwnosci

L1
270 < —
n

dla n > 2, jest to nasza teza T'(n).

Na mocy zasady indukcji nasza teza T'(n) jest prawdziwa dla kazdego natu-
ralnego n > 2.

Stad (Az € R)(z > 0 — (Vn € N)(0<2™ < 1<), co oznacza, ze
inf({27": ne N}) =0.

Ciagi i granice
1. Ciagiem nazywamy funkcje f : N — R; stosujemy oznaczenie a,, = f(n).

2. Def. granicy ciagu: lim a, = g, jesli
n—oo

(L) (N\e=0)(\/NeN)(A\n>N) (lan—g| <e).

Mowimy, ze ciag jest zbiezny do g; w skrocie piszemy a,, — ¢
n—oo

3. Przyktad: Jesli (An € N)(a, = ¢), to lim a, = c¢. Uzasadnienie:
n—o0
rozpatrzmy dowolnie wybrany € > 0, w przedziale (¢ — €, ¢ + €) sa wszystkie
wyrazy ciagu {a,}.

4. Przyktad: hm ﬁ = 0. Uzasadnienie: rozpatrzmy dowolnie wybrany
e > 0, wtedy dla Wszystklch naturalnych n speliajacych nieréwnosé n > %,
zachodzi 17 € (0 —¢€,0+¢).

5. Przyklad: lim 242 = lim (1 + —) = ... = 1. Uzasadnienie: rozpa-

n—oo Nl n—»00 n+l
trzmy dowolnie Wybrany e > 0, wtedy dla wszystkich naturalnych n spekni-

ajacych nierownosé n > %, zachodzi 1+ =5 € (1 —¢,1+¢).
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Rys. Ciag a, =1+ n+r1, granica g = 1, e = 0.1.



