Wyktad 4. Ciagi liczbowe, cd.
Ciagi i granice

1. Warunek Cauchy’ego. Mowimy, ze ciag (a,) spetnia warunek Cauchy’ego,
jesli

(@) (/\6 > 0)(\/N € N)(/\n,m > N) (|lan, — an] < €).

2. Tw. Jezeli ciag liczb rzeczywistych (a,) jest zbiezny, lim a, = g, to
n—oo
spetnia on warunek Cauchy’ego.

Uzasadnienie. Niech € > 0. Dla €/2 zgodnie z warunkiem (L) znajdujemy N
takie, ze |a, — g| < €/2 dlan > N. Wtedy dla dowolnych n,m > N mamy

|an_aTn‘:’(an_g)+(g_am)|S’an_g’"{"&m_g‘<€/2+6/2:€

W ten sposoéb dla dowolnie wybranego ¢ > 0 znalezliémy N takie, ze dla
n,m > N spelniona jest nieréownos¢ w warunku (C'), to oznacza, ze warunek
Cauchy’ego jest spetniony.

Uwaga. Dla ciggow liczb rzeczywistych prawdziwe jest rowniez twierdzenie
odwrotne: jezeli ciag (a,) spelia warunek Cauchy’ego, to ciag (a,) jest
zbiezny, tzn. lim a, = g dla pewnego g € R.

n—oo

3. Przyklad: Ciag a,, = (—1)" nie ma granicy, méwimy, ze jest rozbiezny:

Uzasadnienie. Nie wprost (a.c.), zal6zmy, ze ciag ma granice g. Wtedy np.
dla e = 1 istnieje takie N, ze a, € (9 —€,9+¢) = (g— 3,9+ 3) dlan > N.
Wybierzmy ng > N. Wtedy 2ng, 2ng+ 1 > N, wiec

1 1
|aane — G2ngr1| = [(@2ny — 9) + (9 — @2ng+1)| < (@200 — 9)| + [(A20011 — 9| < -+ 5 =1

2 2
7 drugiej strony
|a2n0 - a2n0+1‘ = |1 - (_1)| =2,

uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia.

Wtlasnosci granicy



4. Tw. (O jednoznacznosci pojecia granicy) Jesli lim a,, = ¢g; oraz lim a, =
n—oo

n—o0
92, t0 g1 = go.

Uzasadnienie. Zal6zmy nie wprost (a.c.), ze g1 # go. Wybierzmy 0 < € <
%\gl — g2|. Wtedy odcinki I} = (g1 —€,91 +€) 1 I = (g2 — €,92 + €) sa
roztaczne. Ponadto z okreslenia granicy wynika, ze istnieja N7 (w przypadku
g1) 1 Ny (w przypadku g¢o) takie, ze a, € I; dla n > N oraz a, € I dla
n > Ny. Stad a, € (I1 N 13) dlan > N = max(Ny, Ny), co jest niemozliwe,
bo I, N I, = (). Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia.

5. Tw. (o operacjach arytmetycznych na ciagach zbieznych). Niech ciagi
{a,} 1 {b,} maja granice wlasciwa, odpowiednio @ = lim a, i b = lim b,.

n—oo n—oo
Wtedy

1. lim (a, £b,) =a+b

n—oo

2. lim (a,-b,)=a-b

n—oo

w

. jezeli b# 0, to lim ¢» =

an a
n—00 bn b

4. lim (a,)? = lim a?, gdzie p € Z
n—oo

n—oo

ot

. jezeli a = lim a, > 0, to lim ¥a, = ar dla dowolnego k£ € N

n—oo n—oo

6. Tw. (o dwoch ciagach) Jezeli a, < b, dlan > ngi lim a, = a, lim b, =

n—oo n—oo
b, to a <b.

7. Tw. (O trzech ciagach). Zatozmy, ze (A n) (a, < b, < ¢,) oraz lim a, =
n—oo
lim ¢, = ¢g. Wtedy lim b, = g.
n—oo

n—o0



8. Tw. Jezeli lim b, =0, to lim |b,| = 0.
n—oo n—oo

Uzasadnienie. 7 okreslenia granicy: dla kazdego ¢ > 0 istnieje N takie, ze
b, — 0| < e dlan > N. Poniewaz |b, — 0] = |b,| = ||bn| — 0|, wtedy rowniez
|bn] — 0] < e dlan > N, co oznacza, ze lim |b,| = 0.

n—oo

9. Tw. Jezeli ciag {a,} jest ograniczony i ciag b, — 0, to lim a,b, = 0.

n—oo

Uzasadnienie. Ciag (a,) jest ograniczony, tzn. istnieje M > 0 takie, ze
la,| < M dlan € N. Wtedy

|anby| < M|b,|
—M|b,| < anb, < M|by|
lim M|b,| =M -0=0

n—oo

Ciagi monotoniczne

10. Def. Ciag (a,,) jest niemalejacy, jesli a1 < ay <az<---<a, < ...
11. Def. Ciag (ay,) jest rosnacy, jesli a1 < ag < az < --- < a, < ...

12. Def. Ciag (a,,) jest nierosnacy, jesli a1 > ag > a3 > --- > a, > ...
13. Def. Ciag (a,) jest malejacy, jesli ay > ag > az > -+ > a, > ...

14. Tw. (o istnieniu granicy ciagu monotonicznego i ograniczonego) Jezeli

3



ciag {a,} jest niemalejacy dla n > ng i ograniczony z gory, to ma granice.
Podobnie, jezeli ciag {a,} jest nierosnacy dla n > ng i ograniczony z dotu,
to ma granice.

Ciagi rozbiezne do nieskonczonodci, granica niewtasciwa

15. Def. JLI{}oan = 00, jesh (AC)(V N)(An> N) (C < ay)

16. Def. lim a, = —oo, jesh (AC)(\/ N)(An > N) (a, < C)

n—0o0

Podciagi

17. Def. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych i niech ny < ng <
ng < ---<ng < ... bedzie ciggiem liczb naturalnych. Wtedy ciag b, = a,,,
k=1,2,3,... jest podciagiem ciagu (a,).

18. (Granica podciagu) Tw. Jesli lim a, = g oraz n; < ny < ..., to
n—oo

lim a,, =g

n—o0

19. Wniosek. Ciag, z ktérego mozna wybraé¢ dwa podciagi z ré6znymi
granicami (wlasciwymi lub niewlasciwymi), nie ma granicy.

20. Przyklad: a) lim (—1)""*2" - nie istnieje, b) lim sin " - nie istnieje.
n—00 n—00

21. Tw. Jesli (An)(a, < b,) oraz lim a, = oo, to lim b, = 0o
n—oo n—oo

22. Zasady postepowania z nieskoniczonosciami:

l.la+oo=0c0dla —c0o<a< 2. laroo=00dlal<a<oo
3.la—o0o=—-—0dla-c0o<a<0 |4 |a-c0o=-oc0dla-o00<a<0
5. &zOdla—oo<a<oo 6. %:oodla0<a§oo
7.1a*=0dla0+<a<1 8. |a*=0dlal<a<x

9. | cc®=0dla —co <b<0 10. | oc® =00 dla0 < b < 0
Wyrazenia nieoznaczone

00o—00 0-00 g 21 0?00

Uwaga. Wyrazenia w tabelkach sa symbolicznym zapisem odpowiednich



faktow, np.

1. & = oo oznacza, ze w przypadku, gdy nh_)nolo a, = a, 0 < a < oo oraz
lim b, =0, b, > 0 dla n > ny, zachodzi lim §* = oo.
n—00 n—oo "

2. zapis 0o — 0o oznacza, ze w przypadku, gdy lim a, = oo i lim b, = oo, to
n—oo n—oo
zbieznos¢ ciagu a, — b, musi by¢ badana inaczej, niz za pomoca twierdzenia

o granicy dwoch ciagow.

23. Przyktad. Niech a € R bedzie ustalong liczba. Wtedy

00, a>1
. n 1, a=1
lim a" =
n—00 0, la| <1

nie istnieje, a < —1

24. Tw. Jedli 1 < a, to lim /a = 1.

n—oo

Uzasadnienie. Niech a > 0 i niech {/a = 1+ x,. Wtedy z, > 0ia =
(Lt2a)" = 14 (Do + (5)2) -4 (D = 1+ () 2. Stad 0 < 7, < L.

7 ostatniej nieréwnosci wynika, ze lim x,, = 0. Pozostate przypadki
n—oo

eprzypadek a = 1 jest oczywisty
ew przypadku 0 < a < 1 wystarczy zauwazy¢, ze /a = 1/3/1/a.

25. Tw. lim {/n=1.

n—oo



Uzasadnienie. Niech {/n = 1+ x,. Wtedy =, > 0in = (1 4+ x,)"
1+(?)$n+(g)zi+~ . +(Z)$z > 1+(g)xi Stad 2 < %, codaje0 <z, <
7 ostatniej nieréwnosci wynika, ze lim z, = 0.

n—oo

26. Przyktad: hm Y30+ 50 = lim {/57((2) +1) = lim 5,"/
n—oo

n—o0

2
=



