Wyktad 5. Ciagi liczbowe, cd.
Ciagi i granice
1. Punkty skupienia ciagu {a,}, granica dolna i gorna ciagu
Definicja. Niech {a,} bedzie ciagiem ograniczonym. Liczba s € R jest

punktem skupienia ciagu {a,}, jezeli dla kazdego € > 0 odcinek (s — €, s+ €)
zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.

Najmniejszy taki punkt skupienia jest nazywany granica dolng ciagu {a,},
oznaczany jest przez liminf a,,.

Najwiekszy punkt skupienia nzywany jest granica gorna ciagu {a,}, oz-
naczany jest przez limsup a,,.

Miedzy tymi granicami zachodzi nieréwnosé¢: liminf a,, < limsupa,

Przyktad 1. Ciaga, = (—1)"+ %, n=1,2,3,... ma dwa punkty skupienia
s1=—118,=1. Wtedy

liminfa, = -1, limsupa, = 1.

Przyktad 2. Niech ciag {a,} bedzie zbiezny i g = lim a,. Wtedy g jest
n—oo

jedynym punktem skupienia ciagu {a,}. Wiecej prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie

Tw. Niech {a,} bedzie ciagiem ograniczonym. Wtedy ten ciag jest zbiezny

ig= lim a,, wtedy i tylko wtedy, gdy granice dolna i gérna sg sobie réwne.
n—oo

Wowczas

g = lim a, = liminf a,, = limsup a,,.
n—oo

Uwaga. oo jest punktem skupienia ciggu nieograniczonego {a, }, jesli spetniony

jest warunek
AV A o> 0)

C N n>N

Podobnie, —oo jest punktem skupienia ciagu nieograniczonego {a,}, jesli

spetiony jest warunek
AV A (@ <0).

C N n>N

2. Wazne granice ciagow



Liczba e: ¢, = (1 + %)n, e = lim e,
n—oo

Uzasadnienie, ze granica istnieje
e ciag {e,} jest niemalejacy, sprawdzenie

)n+1

o= O = () (6559 -
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Uwaga: nieréwnos¢ > zostalta otrzymana w wyniku zastosowania nier.

n+1
Bernoulliego do wyrazenia (1 — m) :

e ciag {e,} jest ograniczony:
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1+ = +2'+3|+ +ﬁ+ +m_
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w przedostaniej nieréwnosci skorzystaliSmy z nieréwnosci 271 < nl,
An>1.

Inne (réwnowazne) okreslenie liczby e:

(Ll 1
e=lim (1+5+ 54+ +—

Uzasadnienie istnienia granicy powyzszej granicy. Przyjmujemy

e ciag {f,} jest niemalejacy (oczywiste)

e ciag {f,} jest ograniczony: dowod jak dla e,, (dwie ostatnie nieréwnosci),
fo<l4+1+1=3

e zachodzi e, < f,, A\.

n

Whniosek: istnieje granica f = lim f,ie < f
n—o0

e dla podciagow {e,s} i {fni1} zachodza nier6wnosci
ey =1+ 145 (L= 5) + .+ oy (1= %) (1= %) ( )+
> (1+d++4+ b+ ) - 3)
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e przechodzac do granicy otrzymujemy e = hm en3 > lim [(1 — #) } fo1 =
—00 n—oo
f



Whiosek: e < fie> f,stad e = f, co nalezalo udowodni¢.

3. Przyktady:

a) lim % = oo, gdziea > 1, k € N

n—oo

b) | 1im L — oo, gdzie a > 0
n—oo ¢ ’

¢

) lim sint =0
n—00 n

[

) lim nsint =1
n—o0 n

) | 1im (1 + %)n =e,e=2731... - stala matematyczna
)

)

n—o0

—

lim nln (14 1) =1, gdzie In(-) = log,(-)

n—oo

) | lim nlog, (1+ 1) =log, e, gdzie a > 0,a # 1

n—oo

Uzasadnienie

a) Niech a = 14y, y > 0. Wtedy ze wzoru Newtona dla n > k otrzymujemy

n n n n n ny\ ,
a" = (1+y) :1—|—(1>y1+<2>y2+---+<k+1>yk+1+---+<n>y >

(kzl>yk+1:(kil)!,ykz+1.n(n—l)(n—Q)...(n—k)
Stad

@ 1 b onn=1)(Mn-=2)...(n—k)
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Zauwazamy, ze

lim ———— . .
nboo (k+ 1)1 Y nk

1 bl 1 1 2 k B
1) Y nh_}rgo(l—n> (1—n>...<1—n n = oo,

stad wynika zadana granica.




b) Wybieramy ny takie, ze a* < % dla n > ng. Wtedy zachodzi

a2<g,a2<§+1,a2<2+2, a? < n;
<3 (3e) (o)

a (a)2<2 2+ 2+ n;

|

&>(E—1>!—>oo,gdyn—>oo.

a/?’L

¢) z nieréwnosci 0 <sinz <z dlal0 <z < 5 mamy

0 <sin .

<
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I[stnienie i wartos¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciggach.

d) z nieréwnosci cos z < % <1dla0 <z < 7 mamy

1 ! o1
cos — =+4/1—sin“— <nsin — < 1.
n n n

[stnienie i warto$é granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciggach.
e) Pamietamy, ze ciag e, = (1 + %)n ma nastepujace wlasnosci
1. e, jest niemalejacy

2. 1<e,<e, AneN

3. lime,=c¢
n—o0

Zastosujemy metode nie wprost (a contrario). Zaktadamy, ze istnieje € > 0
takie, ze dla nieskonczenie wielu n, wyrazy nln (1 + %) = Ine, leza poza
przedzialem (1 — ¢, 1), tzn.

1
nln (1 + —) < 1 — ¢, dla nieskoriczenie wielu n € N
n
Stad

1 n
en = (1 + —) < e'7¢, dla nieskoriczenie wielu n € N
n



Ostatnie stwierdzenie nie moze by¢ prawdziwe, bo ciag e, — ¢ = e!. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia.

4. Korzystajac z definicji granicy wlasciwej ciggu uzasadnié, ze

VI 41
lim — =3

n—00 n

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

3 AV A von?+1

n
e>0 ng n>ng

3 <€

Zaczynamy od analizy wyrazenia w , tu celem jest znalezienie prostszego
wyrazenia szacujacego je od gory

‘\/9n2+1_3_‘\/9n2+1—3n 1
n n

n(vIn? + 1+ 3n)

1 1 1
< < —
n(vIn2 +1+3n) ~ n(3n+3n) = 6n?

Niech teraz € > 0. Dobieramy liczbe ng taka, ze

1
<€, np. ng = +1

1
Teraz zauwazamy, ze dla n > ngy zachodzi
N I |\/9n2 1,

Y

n

co dowodzi prawdziwosci zdania ([3).
Korzystajac z definicji granicy wtasciwej ciggu uzasadnic, ze
nh_{{.lo log, 15 =10

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

(4) /\\/ /\ ‘logn+15—0 <€

e>0 ng n>ng



Niech teraz € > 0. Przechodzimy do wskazania liczby ng. Na wstepie za-
uwazamy, ze dla n > ng zachodzi nieréwnosé

log,, .15 >1log, .15
Stad przyjmujac ng takie, ze
. 1
log,, 15 =¢€, czyling=>5<—1
otrzymujemy
e =log, 195> |logn+1 5 — 0| .

co dowodzi prawdziwosci zdania ({4]).

5. Korzystajac z definicji granicy niewlasciwej ciagu uzasadnic, ze

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

1
B AV AVE

M ng n>ng

Wystarczy rozpatrywaé¢ M < 0 (dlaczego?). Przechodzimy do wskazania
liczby ng. Na wstepie zauwazamy, ze dla n > ny zachodza nieréwnosci

3> 3> 1,
skad
1 1
<
1-33 1- "3

Dalej przyjmujac ng takie, ze

M,
1— "3
czyli
1 M—-1
W3=1- — =
V3 M M
1
no = =



otrzymujemy
1 1
M = > .
1— %3 1-%3

co dowodzi prawdziwosci zdania ([5)).

6. Niech a,, = %{ul + é/nl?’—&-Q +- ﬁ Udowodni¢, ze nh_{go a, = 1.

d-d. Okreslamy pomocnicze ciagi

n n
an:— /8:

Ind3+n’ T Ymd1

Zauwazamy, ze

1
lim o, = limLzlim—zl,

n—00 n—oo /03 +n n—00 3/1 + %
podobnie lim g, =1
n—00

n <a, <8 n
- a _
Vni+n T T i+l
Teraz wystarczy zastosowaé¢ twierdzenie o trzech ciagach, skad otrzymujemy

lim a, = 1.
n—oo

Oy =

7. Niech ay =2, a1 = /6 + a,. Udowodni¢, ze lim a, = 3.

n—o0

d-d. Spostrzezenie

e ciag {a,} jest niemalejacy.
Uzasadnienie: 2 = a; < v/6+2 = ay. Zakltadamy, ze a, < apiq.
Wtedy dla n + 1 mamy:

Ap42 — Apy1 = \/6 + apt1 — \/6 +a, =
(V6 + any1 = V6 + an) (V6 + ang1 + V6 + an)
V6 +ani1 + 6+ ay,
Ap+1 — An Z O
V6 + an1 + 6+ ay




Ostatnia nieré6wnos¢ zachodzi na podstawie zatozenia indukcyjnego.
Teraz z zasady indukcji wynika teza naszego zadania.

e ciag {a,} jest ograniczony, 2 < a,, < 3 dla wszystkich n € N.
Uzasadnienie:
1. 2=a; < a, An, bo {a,} jest niemalejacy

2. zaktadamy, ze a,, < 3, wtedy dla n 4+ 1 zachodzi a,,1 = /6 + a, <
V6 + 3 = 3. Na mocy zasady indukcji a, <3 An €N

e poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy i ograniczony, posiada granice g

e wyznaczenie g:
g=lim a,41 = lim V6 +a, =+1/6+g
n—oo n—oo
92:6“‘9, 251 :_27 92:3

rozwigzanie ujemne odrzucamy, wiec g = 3

8. Tw. (o dwoch ciagach) Jezeli ciagi {a,} i {b,} speliaja warunki

1. a, <b, dla kazdego n > nyg

2. lim a, = oo,
n—o0

to lim b, = occ.
n—oo

9. Tw. Jezeli ciagi {a,} i {b,} spelniaja warunki

1. a, <0, dla kazdego n > nyq
2. lim b, = —o0,
n—oo

to lim a, = —oo.
n—oo

Stad na mocy twierdzenia o trzech ciggach wynika zadana réwnosé.



