Lista zagadnienn omawianych na wyktadzie w dn. 13.11.2025r. :

Granica funkcji
Definicja (sasiedztwa punktu)
1. Sasiedztwo x¢ € R o promieniu r > 0: S(zg,7) = (2o — r,x0 + r)\{z0}

2. Sasiedztwo lewostronne xy € R o promieniu r > 0:
S(zg,1) = (x0 — 1, 20)

3. Sasiedztwo prawostronne xy € R o promieniu r > 0:
S(xg,r) = (xo, 00+ 1)

Uwaga. Jezeli w rozwazaniach warto$¢ » > 0 nie jest istotna, piszemy
krotko: S(zo), S(zg), lub S(zg).

4. Sasiedztwo —oo: kazdy zbior postaci S(—o0) = (—o0,b), b € R
5. Sasiedztwo oo: kazdy zbiér postaci S(o0) = (a,0), a € R

Niech a i A oznaczaja symbole

xo\azo\mo\—oo\oo g\—oo\oo

Definicja. (granicy funkcji w punkcie w sensie Heinego)

Niech funkcja f bedzie okre§lona przynajmniej na pewnym sasiedztwie
S(a). Mowimy, ze f ma granice A, gdy x — a, co symbolicznie zapisujemy
w postaci rownosci gl;_r}na f(z) = A, wtedy i tylko wtedy, gdy

A (i o =a) = (fim 1@ = 4)
{mn}zgsm)
W przypadku

1. a=wz9, A= g méwimy o granicy wlasciwej funkcji w punkcie a

2. a=uzy, A= g moéwimy o granicy wlasciwej lewostronnej funkcji w
punkcie a, piszemy w skrocie f(zg)

3. a=uzf, A= g moéwimy o granicy wlasciwej prawostronnej funkcji w
punkcie a, piszemy w skrocie f(zd)



4. A= —o0 lub co méwimy odpowiednio o granicy niewtasciwej

5. a= —o0 lub 00, A = g méwimy o granicy funkcji w —oo(00)
Przyktad 1.
Niech
rsin(i) dlaxz #0
Jee) = {0 (m) dla:piO, Zo = 0.
Wtedy
lim f(z) =

Uzasadnienie. Niech z, — 0. Poniewaz f(x,) = x, sin 1/x,, wystarczy
zauwazy¢, ze ciag sin 1/x, jest ograniczony. W takim przypadku

lim f(z,) =0, co nalezalo udowodnic.
n—oo

%‘!ﬁf‘&\lwﬂﬂ ‘

rys. 1. y =xsinl/x

Twierdzenie 1 (o nieistnieniu granicy funkcji w punkcie zy) Niech funkcja
f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(xg). Jezeli istnieja ciagi
{2}, {2} speliajace warunki:

1. lim 2], = x, przy czym z), # xo dla kazdego n € N,

n—o0

2. lim 2! = xg, przy czym x! # x, dla kazdego n € N,

3. hmf( )#hmf( ",

to granica lim f(z) (wlasciwa ani niewlasciwa) nie istnieje.
T—T0

Przyktad 2.



sin(3) dlax #0
= r =0.
/(@) {o dlaz—=0 °

Wtedy funkcja f(z) nie ma granicy, x — 0.
Uzasadnienie. Rozpatrzmy dwa ciagi

_ 1
2. Tn = 2nm+m /2

W przypadku 1. f(z,) =0, An € N, wiec ciag f(x,) jest zbiezny do 0. W
przypadku 2. f(x,) =1, An € N, wiec ciag f(z,) jest zbiezny do 1.
Te spostrzezenia oznaczaja, ze f(x) nie ma granicy, gdy x — 0.

g
*

rys. 2. y =sinl/x

T /| ==

4

Twierdzenie 2 (o nieistnieniu granicy funkcji w nieskoriczonosci) Niech
funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(o00). Jezeli
istnieja ciagi {«]}, {«/} spetiajace warunki:

1. lim 2], = oo,
n—oo

2. lim 2! = o0,
n—o0

3. lim f(z) # lim f(z),

n—o0 n—oo

to granica lim f(x) (wlasciwa ani niewtasciwa) nie istnieje.
T—T0



Twierdzenie 3 (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy)
Funkcja f ma w punkcie xy granice (wlsciwa lub niewlasciwa) wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(z) = lim+ f(x).

T—=T( T
wspolna wartosé granic jednostronnych jest wtedy granica funkcji.

Twierdzenie 4 (o arytmetyce granic) Jezeli funkcje f i g maja granice
wlasciwe w punkcie xg, to

L Tim (f(@) + g(x)) = lm f(z) + lim g(a)

T—xT0 T—x0
2. lim (f(z) = g(w)) = lim f(z) = lim g(z),
3. lim (f(z) - g(2)) = lim f(z)- lim g(z),
4 1 flz) Zlin;o (@) ile li
AR g 0l A, 00 20
5. lim (f(2))9®) = lim f(z)*>= ',
T—T0 T—x0

Twierdzenie 5 (o granicy funkcji ztozonej) Jezeli funkcje f i g spelniaja
warunki:

L. lim f(z) = yo,

T—T0

2. f(x) # yo dla kazdego = € S(zy),

3. lim g(y) =g,

Y—Yo

to lim g(f(z)) = g

Tr—xTQ

Uwaga. Zalozenie 2. przyjeto, bo w ogélnym przypadku funkcja ¢g(y) nie
musi by¢ okreslona w .

Twierdzenie 6 (o trzech funkcjach) Jezeli funkcje f, g, h spelniaja warunki:
1. f(x) <g(x) < h(x) dla kazdego x € S(zy),
2. lim f(z) = lim h(z) = p,

T—T0 T—T0



to lim g(z) = p.

Tr—T0

Twierdzenie 7 (o dwéch funkcjach) Jezeli funkcje f, g speliaja warunki:
1. f(x) < g(x) dla kazdego x € S(xy),
2. lim f(x) = oo,

T—T0

to lim g(x) = 0.
Tr—T0

Uwaga. Twierdzenie o dwoch funkcjach jest prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w nieskonczonnosci. Ponadto prawdziwe sa
analogiczne twierdzenia dla granicy niewtasciwej funkcji rownej —oo.

Postepowanie z oo

Twierdzenie 8 (o granicach niewlasciwych funkcji)

p+oo=o00dla —oc0 <p<oo
L =0dla —oo<p< oo
p*=0dla0+<p<1
x?=0dla —c0o<g<0

p-oo=o0dlal<p<oo
ﬁzoodla0<p§oo
p*=o0dlal<p< o
x?=o0ccdlal<qg<oo

R | | b

A ] R

Uwaga. Roéwnosci podane w tabelce sa symboliczng forma zapisu
twierdzen o granicy funkcji. Np. réwnosé p™ = 0, gdzie 07 < p < 1, jest
skrocong postacig twierdzenia

(x) f(x) > 0 dla kazdego x € S(z9),
(x) Jim f(z)=p<1, = lim (f(2))"® = 0.

(%) leI;[rlo (x) =00

Asymptoty funkcji

e asymptota pionowa: Niech lim f(x)= 0o (—o0) lub
T—To—
lim+ f(z) = 0o (—00). Wtedy prosta z = xy nazywamy asymptota
T—T0
pionowa funkeji f(z) w xo;
e asymptota pozioma: Niech lim f(z)=01lub lim f(z)=0,b€ R.
T—00 T——00

Wtedy prosta y = b nazywamy asymptota pozioma funkcji f(z) w oo
(lub —oc0);



e asymptota ukosna: Niech a = lim @ ib= lim|[f(x) — ax]. Wtedy
T—00

T—00
prosta y = ax + b nazywamy asymptota ukosna funkcji f(x) w oo.
Podobnie okreslamy asymptote ukosng w —oo.

Przyklad 3. Granice podstawowych funkcji

a) | lim z® = xf, gdzie a,xy > 0
T—T0

-

) | lim sinx =sinxy; lim cosx = cos xg
T—T0 T—T0

) | lim a® = a®™, gdzie a,zy > 0
T—T0

o

o,

) | lim log, x = log, xo, gdzie a,z¢ > 0,a # 1

T—T0

¢) | lim(1+a)c =e;

z—0

Uzasadnienie.

a) Przypadek x — zo+. Metoda dowodu nie wprost (a contrario). Zalézmy,
przeciwnie, ze % /4 z§. Wtedy istnieje ciag (z,) taki, ze x, — xo+ i
x8 A xf, gdy n — oo. Z drugiego warunku wynika, ze istnieje taki € > 0, ze
nieskonczenie wiele wyrazow ciagu (z%) jest poza przedziatem (zf, z8 + €)
inaczej, dla nieskonczenie wielu n zachodzi nier6wnos¢ z§ < z§ + € <z lub
rownowaznie

T < (284 €) <
dla nieskonczenie wielu n. Ostatnia nieréwnos¢ jest sprzeczna z zatozeniem,
ze x, — xo+. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci naszego
twierdzenia.

Przypadek © — zy—, sprowadzamy do rozpatrzonego wyzej zauwazajac, ze
wtedy % — ﬁ—i— i stad

czyli x* — x§ réwniez w tym przypadku.
b) Przypadek = — 0+. Wykorzystamy nieréwnosé

0 <sinx <z <tgr



dla 0 <z < 7. Z twierdzenia o trzech funkcjach zastosowanego do
nieréwnosci 0 < sinz < x wynika, ze

lim sinz =0
r—0+

Przypadek © — 0— sprowadzamy do wczesniejszego przyjmujac y = —.
Wtedy sine = —siny i y — 04, wiec

lim sinz = — lim siny = 0.
z—0— y—0+

Dla cos z otrzymujemy

lim cosz = lim V1 —sin?z =1 = cos0

z—0+ z—0+

Ogolny przypadek dla sin x sprowadzimy do juz rozpatrzonego korzystajac
ze wzoru trygonometrycznago

sinx = sin[(z — xo) + xo] = sin(z — xg) cos zg + sin xq cos(z — xg)
Przyjmujac y = x — x¢, otrzymujemy

lim sinz = cos xg lim siny + sin z lim cos y = sin x,
T—x0 y—0 y—0

co nalezato udowodni¢.
W przypadku funkcji cos z skorzystamy ze wzoru cosz = /1 — sin® z.

c¢) Przypadek a > 1, z — 0+. Pamietamy, ze

(1) lim a» = lim {a=1
n—oo n—oo

Niech € > 01i x,, — 0+, tzn.

(2) limz,=0, x,>0

n—oo
Wtedy z (1)) wynika, ze istnieje n; > 0 takie, ze
(3) 1 <an <l+4e dlan>n,

Podobnie z wynika, ze istnieje ng > 0 takie, ze

1
(4) 0<z,<—, dlan>ng
n



Poniewaz funkcja a®, a > 1 jest niemalejaca dla x > 0, z nieréwnosci i
(4) wynika, ze

1 : .
1 <a®™ <am <1+e¢, inaczej [a® — 1| < e dla n > max{ng, ni },

co oznacza, ze ciag a™ — 1, dowodzi to prawdziwosci tej czesci twierdzenia.

W przypadku ogélnym, gdy x — x¢+, zauwazamy na wstepie, ze
a® = a*0a”" " = g"a¥, gdzie y = r — vy — 0+. Teraz mozemy skorzystac z
rozpatrzonego juz przypadku.

Przypadek a > 1, v — z¢—. Zauwazamy, ze

T—To— T—To— a*o—<« y—0+ a¥

1 1
lim ¢* = lim (a’”0~ ) =a" lim —

Przypadek 0 < a < 1, x — xq. Zauwazamy, ze

P SRR SR S
A O T @
T—T0

Zo

d) Przypadek lir& In(1 + ) = 0. Udowodnimy najpierw nieréwnosé
T—

1 1
(5) 1n<1—|——> <—,dlaneN
n n
Uzasadnienie. Pamictamy, ze ciag

(6) en= (1 + %)n

jest niemalejacy i lim e, = e, stad
n—oo

1 n
1<en:(1—i——> <e
n

i po zlogarytmowaniu (funkcja In jest rosnacal) otrzymujemy

1
0<lne, <nln(l+-) <1,
n

Stad juz wynika .



Niech z,, — 0+ i niech ¢ > 0. Wtedy istnieja ng,n; € N takie, ze

1
0< —<e
no

1
0<z,<—,dlan>m
No

Stad otrzymujemy

1 1
0<In(l+=z,) <In (1 + —) < — < ¢, dlan > max{ng,n;},
Un No

co oznacza, ze lim In(1+xz) = 0.
z—0+

Przypadek h%l In(1 + z) = 0. Zauwazamy, ze
z—0—

—x —x
1+ +1+:c + z, gdzie z 1+

z—0— = z2—=>0+.

W ten sposob

lim In(1+2z)=— lim In = — lim In(1+2)=0.

z—0— z—0— 1+2x z—0+

Przechodzimy do uzasadnienia granic

(7)  lim Inz = Inxg
T—T0

(8) lim log, x = log, xo

T—T0

Granice @ otrzymamy zauwazajac, ze

Inz =Inzg - z= Inzg+ In(1l +y), gdzie y = T
Lo Zo

lim Inz =Inze+ limIn(1 4+ y) = Inzg
T—x0 y—0

Granice otrzymamy zuwazajac, ze

Inx
log, x = —
Ina



e) Na poczatku rozpatrzymy przypadek z — 0+4. Zaczniemy od
udowodnienia nasteujacego faktu

Fakt 9. Niech m, bedzie ciagiem liczb naturalnych takim, ze
lim m,, = oco. Wtedy

n—o0

1\
lim (1 + —) =e
n—oo mn

Uwaga. Podane stwierdzenie nabiera podstawowego znaczenia w sytuacji,
gdy ciag m,, nie jest podciagiem ciagu liczb naturalnych {n}. W tym
drugim przypadku wystarczy powolac¢ sie na twierdzenie, ze kazdy podciag
ciggu zbieznego jest zbiezny do granicy ciggu. Np. w przypadku ciggu
my = n? wystarczy powola¢ si¢ na twierdzenie o granicy podciggu,
natomiast w przypadku ciagu {m,} = {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,

.. }, ktory nie jest podciagiem ciagu liczb naturalnych {1,2,3,4,5,...} nie
mozemy sie powota¢ na to twierdzenie.

Mamy wykazaé, ze zdanie
AVA|(1+5) -

e>0 ng n>ng
jest prawdziwe. Wczesniej byt badany ciag e, = (1 + %)n, dla ktorego
otrzymaliSmy

<€

1. ciag e, jest ograniczony, 1 < (14+14)" <3, AneN
2. ciag e, jest niemalejacy, e, < e, An <m, n,m €N
3. lime,=c¢

n—oo

Niech € > 0. Wtedy istnieje n; takie, ze dla n > n; zachodzi

1 n
’(1—1—5) —e| <e, /\nznl

Poniewaz m,, — oo, istnieje ng takie, ze m,, > ny dla n > ng. Wtedy dla
n > ng otrzymujemy

<€, /\n > max{ng, n1},

1\™
S‘(l—i——) —e
ni




co dowodzi prawdziwosci naszego faktu.
Przechodzimy do dowodu wtasciwej granicy. Niech x,, — oo. Zachodza
nier6wnosci

[xn] <z, < [xn} +1

dla przypomnienia, [z,] jest czescia catkowita z. Stad otrzymujemy
oszacowania

1 [zn] 1 Tn 1 [xn]+1
(rerer) =0+5) <(+m)
[Tn] +1 Ty, [z,]

Dla ciagéw skrajnych w tych nieréwnosciach mamy
ap =14+ ——— =(14+—— —
" Tn| + 1) ( Tn| + 1) 1
] ] —
1 [Tn]+1 1 [zn] 1
%:O+—J :@+_J .@+_J

Do obliczenia granic ciagéw a,, i b, zastosujemy Fakt 8 otrzymujac

lim a,, = lim b, = ¢
n—oo n—oo

Teraz z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze
1\™
lim (1 + —) =e
n—o0 xn
co konczy te czesé dowodu.

Przypadek © — 0— sprowadzimy do juz rozpatrzonego. Niech y = —x.
Wtedy

(1+@i:(r_w_':(T%Z>i:<1+T%@);

Przyjmujemy z = ﬁ, y = =, stad

< =

(1+2)% = [(1 4 Z)i]zﬂ

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze jesli x — 0—, to z — 0+ i skorzystac z
granicy funkcji f(2)9%), gdzie
1
F(2) = (142", glz) =2 +1

Ay S =e Iy o) =1



Wyrazenia nieoznaczone

00o—00 0-00 % 21 50 (0

Uwaga. Symbole nieoznaczone W takich przypadkach wyznaczenie granicy

wymaga bardziej szczegdtowych rozwazan.

Przyklad 4. Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

a) | lim stz — b) | lim %% =1
z—0 T z—=0 T
c) | lim 2resinz — 7 d) | lim 2982 — ]
z—=0 T z—=0 %
e) | limshe =1 f) | lim &% — ]
z—0 % z—0 %
g) | lim =G =1 h) | lim 2l = 2 gdzie 0 < a # 1
T— T—
i) | lime= =1 i) | lim &= = Ina, gdzie a > 0
T— T—
k) | lim (1+3)" =e D | lim (1+2)" =’ gdziea €R
T— 100 T—r 00
m) lin%% = a, gdzie a € R
T—

Uzasadnienie. Wskazéwki :
Przypadek g). Zauwazamy, ze

y:(1+x)%—>e, gdy z — 0

In(1
1+ _
x
In(1
hmu =limlny =lne =1.
z—0 €x y—re

Przypadek h). Zauwazamy, ze

(1+ ) = a8+

In(l1+42z) =Ina-log,(1+ z)

log,(I1+z) 1 In(l1+u)
x " Ina x




Przypadek i). Przyjmujemy y = e — 1,

jesliz — 0,toy — 0

et —1 . Y
lim = lim
r—0 xX

Przypadek j). Zauwazamy, ze

a® = emlna

a® —1

e —1 e¥—1

T T

y—0 ln(l + y)

z = In(1 + y) i zauwazamy, ze

-Ina, gdzie y = xlna

Przypadek k). Przyjmujemy y = % i zauwazamy, ze jesli x — +o00, to

y — 0. W koncu

r—+o0

: I
lim (l_l—;) —ilil(l)(1+y)

@ =

Przypadek 1). Przyjmujemy y = 2. Zauwazamy, Ze

z—0 X

lim (1+ ﬂ)x = lim (1 +y)5r )
y—0

Przypadek m). Przyjmujemy y = (1 4+ 2)* — 1 i zauwazamy, ze

In(1+z) = LIn(1 + y) oraz jesli z — 0, to y — 0.

Dalej

(1+x)“—1: Yy

“In(1 +2)

In(1+ z) y

x In(1+ )

x In(1+y) e



