Przyktad 1. Korzystajac z granic wyrazen nieoznaczonych obliczy¢
podane granice:
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Przypadek k). Za pomoca kolejnych podstawieri y =3 —xziy=1+z2
doprowadzamy do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

V3—xz—-1  Jy—1

sintr  sinm(3—y)
Ji-1 (Q+27-1 =  (1+27-1 7z -1
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Przypadek o). Zauwazamy, ze cosx = 2cos* 2 —1=1—2(1 —cos* £). Za
pomoca kolejnych podstawien y = 2(1 — cos® ) = 2sin* 2 i z = —y
doprowadzamy do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

Incosz _ In(l—y) —2sin® 2

2 —y 2

Ly In(1+ 2) <sin§)2

z x/2

Przypadek n). Za pomoca kolejnych podstawienia z = 7 4y doprowadzamy
do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

In(1+cosz)  In(l—siny)
In(1+4cos3x) In(l +sin3y)
In(l1 —siny) —siny sin 3y
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—siny Yy sin3y 3 In(1 + sin 3y)

Funkcje ciaggte



Def. (ciagtos¢ w a € R) Funkcja f: R — R jest ciagla w punkcie a wtedy i
tylko wtedy, gdy
lim f(x) = f(a)

r—a
Uzywajac sformulowania Cauchy’ego pojecia granicy, ciagtosé funkceji
mozna wyrazi¢ nastepujaco:

Tw. (definicja Cauchy’ego) Funkcja f : R — R jest ciagla w punkcie a, jesli

(Ae>0)(Vé>0)(Ax) (lz —al <d= [f(z) - fla)]l <e)

Uzywajac sformulowania Heinego pojecia granicy, ciagtos¢ funkcji mozna
wyrazi¢ nastepujaco:

Tw. (definicja Heinego) Funkcja f : R — R jest ciagla w punkcie a, jesli

(N@a)) (V6> 0) (Az) (lim 2y =a= Tim f(z,) = f(a))

Def. (ciagtos¢ w zbiorze A C R). Funkcja f: A — R jest ciagta w A, jesli
jest ciagta w kazdym punkcie zbioru A.

Przyklad 2. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagta w [a, b], jesli spelnione sa
nastepujace warunki:

lim f(z) = f(20), dla zg € (a,b)

Jlim f(z) = f(a), lim f(z) = f(b)

Podstawowe wtlasno$ci funkcji cigglych

1. Suma, réznica, iloczyn oraz iloraz dwoch funkcji ciagtych jest funkcja
ciagta.

2. Wszystkie wielomiany sa ciagte.
3. Jesli f jest ciagla, to rowniez |f| jest ciagta.

4. Ztozenie funkcji ciagtych jest ciagtle.

Przyklad 3. Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych
(f(x) =1dlaz € Qoraz f(x) =0 dla z € R\Q) nie jest ciagta w zadnym
punkcie.

Przyklad 4. Rodzaje nieciaglosci funkcji w punkcie a:



1. nieciaglos¢ typu skoku (I rodzaju) - istnieja granice jednostronne funkcji
f(@), przy czym

lim f(z)# lim f(x)

T—a— T—a+

2. nieciagtosé¢ II rodzaju - nie istnieje co najmniej jedna granica
jednostronna.

Twierdzenie. (Weierstrassa) Jesli f : [a,b] — R jest ciagla, to istnieja
x1, %2 € [a,b] takie, ze f(x1) = min{f(x): x € [a,b]} i

f(zo) = max{f(x): x € [a,b]}, tzn. f(z) przyjmuje w swoja najmniejsza i
najwicksza wartosc.

Whiosek. Kazda funkcja ciggta na odcinku domknietym [a, b] jest
ograniczona.

Twierdzenie. (Darboux, o przyjmowaniu wartosci posredniej) Jesli
funkcja f : [a,b] — R jest ciagta i f(a) <y < f(b) (lub f(b) <y < f(a), to
istnieje = € [a,b] taki, ze y = f(x).

Whiosek. Jedli funkcja f : [a,b] — R jest ciaglta i f(a) < 0 < f(b), to
istnieje ¢ € (a,b), ze f(c) =0.

Przyklad 5. Kazdy wielomian 23 + ap2? + a2 + ay ma miejsce zerowe.
Podobnie kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek
rzeczywisty.

Twierdzenie. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagta i rosnaca (lub
malejaca), to f([a,b]) = [a, B] dla pewnych a, 8 (tzn. obraz odcinka [a, b]
jest odcinkiem [, 3] oraz funkcja odwrotna f~!: [, 8] — [a, b] jest ciagla.

Pochodna funkcji

Definicja (iloraz roznicowy) Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie
okreslona przynajmnniej na pewnym otoczeniu O(zy). Ilorazem
roznicowym funkeji f w punkcie zy odpowiadajacym przyrostowi Az # 0
zmiennej niezaleznej x nazywamy liczbe

Af  flwo+ Az) — f(mo)
Az Az '




Interpretacja ilorazu réznicowego

0s | (z, f(x)) /

04 y = k(x — xy) + f(L()) 7
k= ar Af

(@0, f(x0) " Aa
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Definicja (pochodna wtasciwa). Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie
okreslona przynajmniej na pewnym otoczeniu O(xg). Pochodna funkcji f w
punkcie zy nazywamy granice wtasciwg

) = flzo)

f'(@o) = Jim — — o
inaczej

Az—0 Azx

Uwaga (oznaczenia pochodnej).

%(xo), Df(zo), f'(zo), f(z0).

Twierdzenia o pochodnej funkcji.

Twierdzenie (o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu oraz ilorazu funkeji).
Jezeli funkcje f i g maja pochodne wlasciwe w punkcie zg, to

L. (cf)(wo) = cf'(x0), gdzie c jest stala;

(f +9)'(wo) = f'(x0) + g/ (a0);

(f = 9)'(@o) = f'(x0) = (o)

4 (- 9)'(wo) = f'(wo) - glwo) + S (z0) -  (w0);
(1/9)' (o) = HeelEgialeteed o fle g(ag) 0

9%(x0)

2.

Twierdzenie (o pochodnej funkcji ztozonej). Jezeli

1. funkcja f ma pochodna wlasciwa w punkcie xy;



2. funcja g ma pochodna wtasciwa w punkcie f(zo),

to (g o f)'(wo) = ¢'(f (o)) - f' (o).

Uwaga. Prawdziwy jest analogiczny wzor dla dowolnej liczby sktadanych
funkcji oraz dla pochodnych jednostronnych, a takze dla pochodnych
niewtasciwych.

Przyktad 6. Obliczy¢ pochodna funkeji h(z) = sin(tg(cosx)).

B (z) = (sin) (tg(cosx)) - (tg) (cosz) - (cosz) =

1

cos?(cosz) (=sinz)

cos(tg(sinz)) -
Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej). Jezeli funkcja f speknia
nastepujace warunki
1. jest ciagla na pewnym otoczeniu O(xy),
2. jest $cisle monotoniczna na otoczeniu O(xy),
3. ma pochodng wlasciwa f(zq) # 0,

to (f71)'(yo) = m7 gdzie yo = f(o).

Uwaga. Wzor ten jest prawdziwy takze dla pochodnych niewtasciwych i
jednostronnych.

Pochodne wybranych funkcji elementarnych



c) =0, gdzie c € R

"=na" ! dlax € R, gdzien € N

) p—
2P) = pzP~1 dla z € (—00,0) lub z € (0,00), gdzie p € {—1,—-2,-3,...}
) = ax® ! dlax > 0, gdzie a € R\Z

sinz) =cosx dlaz € R

Q

osz) = —sinzx dlaz € R

ctgr) = — = —1 — ctg?zx dla x € (km, (k + 1)), gdzie k € Z

sin“ x

e’ =e*dlaz eR

a®) =a"lnadla0<a#1orazz eR

sinhz)' = coshz dlaxz € R

coshz)' =sinhx dla z € R

tghz) = —5 dlaz € R
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ctghz) = —%— dla x € (—00,0) lub 2 € (0, 00)

sinh?




Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych - c. d.

arcsinz) = 4, dlaz € (—1,1)

11—z

T

arccosx) = \/LQ, dlaz e (—1,1)

11—z

(

(

(arctgr) = 7, dlaz € R
(

(

(

arc ctgzr)’ dlaz eR

_1+27

log, ) = ——, dla 0 < a # 1 oraz z € (0,00)

Inx) = ;, dla z € (0,00)

Przyktad 7. Obliczy¢ pochodna funkcji f(x) = arctgz + arccos ﬁ

Przyklad 8. Obliczy¢ pochodng funkcji f(z) = log, (22 + 1)

In(z* + 1)
1)1 ‘+1)=—"—
) log, (a? +1) = 20
d 2x
| N=— " . (2p)=—""
2 ) = ey () = e
pd 1 __ 1 11
delnz W’z =  zlhz
In(z? + 1)\’
/ — 1 2 1 /: —
) = Gl (a? 1)) = ()
111(3:2—1—1)oL /—(ln(m2+1)),-i+ln(:ﬂ2+1)~ 1 /—
nz) Inx nz)
2z 1 —1
. 1 1 =
In(z2+1) Inzx +In(z* 1) rlnz

2 _ In(@® +1)
(In(z2+1))Inz rlnx

Definicja (styczna do wykresu funkcji). Niech zg € R oraz funkcja ciagta f
bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(zg). Prosta jest styczna do
wykresu funkeji f w punkcie (zg, f(z0)), jezeli jest granicznym poltozeniem
siecznych wykresu funkeji f przechodzacych przez punkty S = (z, f(x0)) i
P =(z, f(z)), gdy z — xo.

Interpretacja geometryczna pochodnej



Interpretacja geometryczna pochodnej funkeji
: : T T

y=k-(x—x)+yo

Yo,

r— xo (= f(z) = f(xo))

Fakt (rownanie stycznej do wykresu funkeji). Rownanie stycznej do
wykresu funkcji f w punkcie (zg, f(z)) ma postacé

y = f'(xo)(x — o) + f(20).

Definicja (kat przeciecia wykresow funkeji). Niech wykresy funkcji f 1 g
maja punkt wspolny (zo,yo), przy czym obie funkcje maja pochodne
wlasciwe w punkcie zo. Katem przeciecia wykresow funkcji f i ¢ nazywamy
kat ostry ¢ miedzy stycznymi do wykresow tych funkcji w punkcie ich
przeciecia.

Fakt (o mierze kata miedzy wykresmi funkcji). Miare kata przeciecia
wykresow funkcji f i ¢ mozna wyznaczy¢ ze wzoru

f'(z0) — g'(20)
1+ f'(w0)g'(20)

gdzie ¢ jest rzedna punktu przeciecia wykresow. Jezeli f'(x¢)g'(xo) = —1
przyjmujemy, ze ¢ = 7.

tgo =

Definicja (pochodne jednostronne funkcji). Niech xy € R oraz niech
funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(zo—). Pochodna
lewostronng funkcji f w punkcie xg nazywamy granice wlasciwa

T—xr0— r — 2o
Analogicznie definuje sie pochodng prawostronng funkcji f w punkcie xg.
Pochodng taka oznaczamy przez f’ (xo).



Uwaga. Jezeli funkcja ma w punkcie pochodna lewostronna
(prawostronna), to jest w tym punkcie lewostronnie (prawostronnie) ciagla.

Interpretacja geometryczna pochodnych jednostronnych.

Twierdzenie (warunek konieczny i dostateczny istnienia pochodnej).
Funkcja f ma pochodna w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy

fr(20) = f (o).

Jezeli pochodne jednostronne sa réwne, to ich wspoélna warto$cé jest
pochodna.

Definicja (pochodna funkcji w przedziale, funkcja rozniczkowalna).
Funkcja ma pochodna na przedziale otwartym (a, b), jezeli ma taka
pochodng w kazdym punkcie tego przedziatu. Funkcja ma pochodna na
przedziale domknietym [a, b], jezeli ma taka pochodna w kazdym punkcie
przedzialu otwartego oraz prawostronng pochodna w punkcie a i
lewostronng pochodna w punkcie b. Analogicznie definiujemy pochodna
funkeji na przedziatach (a, b}, [a,b), (—o0, b], [a,00). Funkcje okreslona na
przedziale, ktorej wartosci w punktach z tego przedziatu sa rowne f'(x),
nazywamy pochodna funkcji f na przedziale i oznaczamy przez f’ lub %
albo f. O funkeji, ktéra ma pochodng wlasciwg w kazdym punkcie
przedziatu, méwimy, ze jest rézniczkowalna.

Definicja (pochodna niewtasciwa funkeji). Niech f bedzie funkcja ciagla w
punkcie xg € R. Funkcja f ma w punkcie xy pochodng niewtasciwa wtedy i
tylko wtedy, gdy granica

i @) = fa0)

— _ / — _
S oo lub — o0, f'(xg) =00 (—00)

Uwaga. W podobny sposéb definiuje sie pochodne niewtasciwe
jednostronne. Pochodne te oznacza si¢ tym samym symbolem co pochodne
jednostronne wlasciwe: np. f (xy) = oo.

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia pochodnej wlasciwej funkcji).
Jezeli funkcja ma pochodna wlasciwa w punkcie, to jest ciagta w tym
punkcie.

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Np. funkcja f(z) = |z
jest ciagla w punkcie zg = 0, ale f’(0) nie istnieje.

Przyktad 9. (Van der Waerden). Funkcja, ktora nie ma pochodnej w



zadnym punkcie

fly =310

n=0

gdzie u(z) = min{x — |z], |z] + 1 — 2z} (|x] - czesé¢ calkowita liczby )
oznacza odlegto$¢ punktu x od najblizszej liczby catkowite;j.

wykres funkeji u(z)

S
sst UV

0.2 /\\M\\

Uwaga. Pochodna funkcji na przedziale nie musi by¢ ciagta. Np. funkcja

xzsin% dla z # 0
0 dlaz=0

, 2¢sint —cos1  dlaz#0
f(z) =
0 dlaz =0
Jednakze pochodna ta nie jest ciagta w punkcie 0. Mozna pokazaé, ze
pochodna dowolnej funkcji moze mieé¢ jedynie nieciagltosci drugiego rodzaju,
jednoczesnie pochodna funkcji ma wtasnosé Darboux, tzn. przyjmuje
wartosci posrednie.

Definicja (rozniczka funkcji) Niech funkcja f ma pochodna wlasciwa w
punkcie xg. Rézniczka funkcji f nazywamy funkcje df zmiennej
Ax = x — x( okreslong wzorem

df (xg, Ax) = f'(x0)Ax



Twierdzenie (zastosowanie rozniczki do obliczen przyblizonych). Jezeli
funkcja f ma pochodna wtasciwg w punkcie zg, to

flxo+ Az) =~ f(x) + f'(w0)Ax.
Przy czym blad, jaki popeliamy zastepujac przyrost funkcji

Af = f(zo+ Ax) — f(x0)
jej rozniczka df = f'(xo)Ax, dazy szybciej do zera niz Az, tzn.

. Af—df . Af
A A Ay ) =0
Uwaga. Funkcje liniowa y = a(z — xo) + b, gdzie a = f'(z0), b = f(x0),
nazywamy liniowa aproksymacja funkcji f w otoczeniu punktu xy. Wykres
funkgji liniowej jest styczna wykresu funnkeji f w punkcie (zo, f(z0)).

Przyklad 10. Za pomocg rézniczki oblicz przyblizong warto$¢ wyrazenia

a) e 2% D) 0.93963'

Twierdzenie (zastosowanie rozniczki funkcji do szacowania btedow
pomiaréw). Niech wielkosci fizyczne beda powiazane zaleznoscia y = f(x),
przy czym pochodna f’(xg), gdzie z( jest wynikiem pomiaru jest wlasciwa.
Ponadto niech Az oznacza blad bezwzgledny pomiaru wielkosci z. Wtedy
btad bezwzgledny Ay obliczanej wielkosci y wyraza sie wzorem
przyblizonym Ay =~ | f'(zo)|Ax.

Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja (pochodna n-tego rzedu funkcji). Pochodng n-tego rzedu funkeji
f w punkcie x( definiujemy indukcyjnie

F™ (o) = [f™ V] () dlan > 2,

gdzie fM(xq) = f'(x0). Ponadto przyjmujemy f(©(xq) = f(x0). Oznaczenia
&L D f, £ przy czym piszemy f’ zamiast fO, f” zamiast f® ...

dxm "’

Twierdzenie (wzor Leibniza). Jezeli funkcje f i1 ¢ maja pochodne wtasciwe
n-tego rzedu w punkcie xg, to

(f - 9)™ (x0) = Z (Z) Fr0 (20) - g™ (20).

k=0



Definicja (pochodna funkcji wektorowej). Niech

r(t) = (2(t),y(t)), gdziet € [a, f]

bedzie funkcja wektorowa. Pochodng funkcji 7 w punkcie ¢ okreslamy
wzorem:

Podobnie okreslamy pochodna funkcji wektorowe;j

7(t) = (x1(t), z2(t), . .., x,(1)), a takze pochodne wyzszych rzedow takich
funkcji.

Twierdzenie Fermata (warunek konieczny istnienia ekstremum

lokalnego)
Niech funkcja f(z) spelia nastepujace warunki:

1. istnieje pochodna f’(x) w przedziale (xg — d, z¢ + §) dla pewnego § > 0

2. w xo funkcja f(z) osiaga ekstremum lokalne, tzn. f(x¢) > f(z) dla
x € (xg — d, 29+ 9) (maksimum lokalne) lub f(xy) < f(z) dla
x € (xg — d, 29+ J) (minimum lokalne)

Wtedy f'(zq) = 0.
Uzasadnienie. Przypadek maksimum lokalnego: Poniewaz

f(@) — (o)

r — X

>0dlax <z

i

M >0 dla z > 9,
r — X
otrzymujemy

Fo(20) = 01 fo(wg) <0,
Poniewaz f'(z¢) = f_(z0) = f+(%0), z powyzszych nieréwnosci wynika
rownosé f'(zg) = 0.
Podobnie rozumujemy w przpadku minimum lokalnego.

Twierdzenia o wartosci Sredniej.
1. Twierdzenie Rolle’a. Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. jest ciagla na [a, b],



2. ma pochodna wlasciwa lub niewlasciwa na (a,b),
3. fla) = f(b),
to istnieje punkt ¢ € (a, b) taki, ze f'(c) = 0.

Uzasadnienie. Przypadki:

1. f(z) =const, wtedy w kazdym ¢ € (a,b), f'(c) =0

2. f(x) #const, poniewaz f(z) jest ciagta, istnieje co najmniej jeden
T € [a,b], w ktorym f(x,,) = min f(z), dla x € [a,b] 1 podobnie
istnieje co najmniej jeden xy; € [a,b], w ktorym f(x,/) = max f(x) dla
x € [a,b]. Poniewaz f(x) nie jest stala funkcja, f(zn,) < f(xa). Stad
wynika, ze sposrod x,, i ), co najmniej jeden nalezy do (a, b), ktory
oznaczamy dalej przez c. Wtedy z twierdzenia Fermata wynika, ze
fe)=0

Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. jest ciagla na [a, b],

2. ma pochodna wlasciwa lub niewtasciwa na (a,b),

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f'(c) = f(bl),:ﬁ(a)-

Uzasadnienie. Rozpatrujemy pomocniczg funkcje

h(z) = f(z)(b—a) —x(f(b) — f(a)). Sprawdzamy, ze

h(a) = h(b) = f(a)b —af(b). Z twierdzenia Rolle’a wynika, ze
0="h(c)= f'(c)(b—a)— (f(b) — f(a)) dla pewnego ¢ € (a,b).
Twierdzenie (o funkcjach monotonicznych) Niech f : [a,b] — R bedzie

ciagla i niech f'(x) > 0 dla = € (a,b). Wtedy f(x) jest niemalejaca.
Podobnie, jezeli f'(x) <0, to f(z) jest nierosnaca.

Uzasadnienie. Niech a < 27 < x5 < b. Wtedy istnieje ¢ € (z1, x2) takie,
ze

f(z2) = f(z1) = f'(c)(x2 — x1) >0,

co oznacza, ze f(z) jest niemalejaca.

Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

1. sa ciagle na [a, bl
2. maja pochodne wtasciwe lub niewtasciwe na (a,b),
3. ¢'(x) # 0 dla kazdego z € (a,b),



) _ f(®)—f(a)
) g(b)—g(a) "

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze g:gi

Uzasadnienie. Rozpatrujemy pomocnicza funkcje

h(z) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)). Sprawdzamy, ze

h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Z twierdzenia Rolle’a wynika, ze

0= h'(c) = f'(e)(g(b) — g(a)) — ¢'(c)(f(b) — f(a)) dla pewnego ¢ € (a,b).
Reguta ’Hospitala obliczanie granic w przypadku wyrazen
nieoznaczonych

1. Twierdzenie (regula de I'Hospitala dla nieoznacznosci 3). Jezeli funkcje
f 1 g speliaja warunki:

1. lim f(z) = lim g(z) =0, przy czym g(z) # 0 dla = € S(zo),
T—T0

T—rT0

2. istnieje granica lim £ (wlasciwa lub niewtasciwa),

a—zo 9 (@)
to istnieje /
Jim T i 23
Uzasadnienie. Z twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze istnieje ¢ € (g, x)
taki, ze

fa)— o) _ fe)

T — To g'(c)

Zauwazamy, ze * — Tog = ¢ — o9. W ten sposob

S~ ) )
T—T0 T — Xg c—xo g’(c)

. Twierdzenie (reguta de I'Hospitala dla nieoznacznosci £2). Jezeli funkcje
f 1 g speliaja warunki:

1. lim f(z) = lim g(z) = oo,

T—rT0 T—T0

2. istnieje granica lim £ (wlasciwa lub niewtasciwa),

z—zo 9 (%)
to istnieje
/
lim _f(x) = lim f()

w0 g(@)  eomo g'(2)




Uwaga. Regula de I’'Hospitala jest prawdziwa takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w —oo lub oo.

Przyklad 11. Obliczy¢ podane granice

1 Inz)’ 1
a) lim 2T~ lim (In2) = lim ﬁ:o,
=00 T T—00 (:1:)’ z—o0 1
[o.)
. Insinz . (Insinz) . (sinz)/sinz , cosx/sinx
b) Ui = lim —% = lim ——~%"—— = lim - =
=0+ Intgr  2—0+ (Intgr)  «—0+ (tgz)/tge z—0+ (1/cos?z) - cosz/sinx
————
lim cos’z =1,
z—0+
x 1 x 1 / x x\/ x x\/
c hmi: limw: im —— = lim (") — lim & = i (") =
00 T 200 (x3)’ r—00 312 200 (31‘2)’ r—00 O  z—00 (61’)’
oo o0 o0
lim — = o0
z—00 O

Tozsamosci zmieniajgce rodzaje nieoznaczonosci

Nieoznaczno$é | Stosowana tozsamos$¢ | Otrzymana nieoznaczono$é
. Lq = - 0 3
0-o00 Jr9=71 5 o lub =
_ _ ., _ /g-1/f 0
07X F=9="gy 0
1%, oc?, (0 f9=eslns 21ub 0 - o0

Rozwiniecie Taylora funkcji (wzor Taylora)
Zatozenie
e f:[a,b] = R jest ciagta
e istnieja pochodne f'(z), f"(x), ..., f®*V(z) dla z € (a,b)
Wtedy dla kazdego z,x¢ € (a,b), zachodzi
T—T T — 10)? x —x0)3
(o) = Flao) + T prag) ¢ 0D iy o oIl gy oy
&= 20)" po) (1) + R,
n!

(ZE _ x(])(n-H)

R, =
(n+1)!

£ (€), dla pewnego € € (x,2)



Zastosowanie
1. wykorzystanie do przyblizonych obliczen - przyblizenie wielomianowe
rzedu n funkcji f(x)

_ )2 3
o) & o) + T gy 4 T iy o POl g
T —2)"
%f( )(%)
blad przyblizenia: R, = %ﬂ”“)(f) dla pewnego £ € (xg, x)

Przyktad 12. rozniczka f(z) ~ f(x¢) + f'(xo)(x — zo) - przyblizenie I
rzedu
Przyklad 13. f(z) =sinz, 20 =0, z € [—a,al.

$3 LL’S 1’7 .1‘9 $2n+1

sinmzx—§+§—ﬁ_a+...+(_1)

| £ (x)] <1 dla kazdego m = 0,1,2,3,.... Stad

(3: _ $0)(m+1) amt+l

nl < =T S v D)

— 0,

dla 2o =0, = € [—a,al, gdy m — oc.

Przyklad 14. f(x) =cosx, 19 =0, z € [—a,al.

%2 4 6 8 2n

| £ (x)] <1 dla kazdego m = 0,1,2,3,.... Stad

(m—+1) m+1

(x — z9) a
(m+1)!  — (m+1)!

|R,| < — 0,

dla zp =0, = € [—a,al, gdy m — oc.
Przyklad 15. f(z) =¢€* 2 =0, x € [—a,al.

P14 ¥ R T
e’ = —|—ﬁ+§+§+"'+m+ n



| £ (2)| = e® < e® dla kazdego m = 0,1,2,3,.... Stad

(fL’ . xo)(erl) . am+1 .

< — e <
[ B < (n+1)! = (m—l—l)!e =0

dla zp =0, = € [—a,al, gdy m — oc.

Remark Jezeli xy = 0 wzoér Taylora nazywny jest wzorem Maclaurina.



