
Lista 1

1.1 Logika, zbiory i notacja matematyczna

Zad. 1. Zbada¢, czy podane sformuªowania s¡ zdaniami w logice. Je±li s¡, to
poda¢ ich warto±¢ logiczn¡:

1. "Pary» jest stolic¡ Francji�;

2. "Liczba 101000 + 1 jest podzielna przez 2�;

3. "a2 + b2 = c2�;

4. "Piotr nie jest moim bratem�;

5. "25 ≥ 32�;

6. "∆ = b2 − 4ac"

Zad. 2. Oceni¢ prawdziwo±¢ podanych ni»ej zda« zªo»onych:

1. "nieprawda, »e funkcja f(x) = x2 jest rosn¡ca na R�;

2. "(−1)44 = −1 lub 2008 jest liczb¡ parzyst¡�;

3. "funkcja g(x) = sinx jest okresowa, a funkcja f(x) = 3x jest
nieparzysta�;

4. "je»eli Piotr jest synem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Piotra�.

Zad. 3. Zbada¢, czy nast¦puj¡ce zdania zªo»one s¡ prawami logicznymi
(tautologiami):

a) ¬(p ∨ q) ⇒ [(¬p) ∧ (¬q)]; b) p ⇒ [(q ∧ ¬q) ⇒ r];

c) (p ⇒ q) ⇒ [(¬p) ∨ q]; d) [p ∨ (¬q)] ∨ [(¬p) ∧ q].

Zad. 4. Zbiory okre±lone za pomoc¡ formy zdaniowej zapisa¢ w prostszej
postaci:
a) {x ∈ R : x2 = 4}
b) {k ∈ {♣,♢,♡,♠} : w bryd»u kolor k jest starszy od ♢};
c) {x ∈ R : (x < 3) ∨ (x ≥ 5)};
d) {n ∈ N : n jest podzielne przez 5};
e) {x ∈ R : (x > 0) ⇒ (x2 > 0)};
f) {(x, y, z) : x, y, z ∈ N ∧ x < y < z ∧ xyz = 16}.

Zad. 5. Zbada¢, czy nast¦puj¡ce formy zdaniowe z kwanty�katorami s¡
prawdziwe:

a)
∨

x∈R

sinx = 1
2 ; b)

∧
x∈R

x2 + 4x+ 3 > 0;

c)
∧

x∈R

∨
y∈R

x2 − y2 = 0; d)
∨

y∈R

∧
x∈R

xy = 0;

Zad. 6. Dla par zbiorów A,B ⊂ R wyznaczy¢ A ∪B, A ∩B, A/B, B/A, Ac,
Bc, A△B (= ((A/B) ∪ (B/A)), je»eli:

a) A = (0, 5), B = [0, 7];
b) A = (−∞, 3), B = (−1,∞);



c) A = {1, 2}, B = {1, 2, 3, 4};
d) A = { 1

n : n ∈ N}, B = { 2
n : n ∈ N}.

Wskaza¢ te pary A,B, dla których A ⊂ B.

Zad. 7. Okre±li¢ relacje zawierania mi¦dzy zbiorami A,B, je»eli:

a) A ∪B = A; b) A ∪B ⊂ A;

c) A\B = A; d) B ⊂ A ∩B.

1.2 Podstawowe zbiory liczbowe

Zad. 8. Przypomnij sobie dowód tego, »e
√
2 ̸∈ Q. Poka», »e je±li p jest liczb¡

pierwsz¡, to
√
p jest liczb¡ niewymiern¡.

Zad. 9. Poka», »e je±li n ∈ N jest tak¡ liczb¡ naturaln¡, »e
√
n ∈ Q, to

istnieje liczba naturalna k taka, »e n = k2.

Zad. 10. Poka», »e je±li q ∈ Q, to
√
2 + q ̸∈ Q. Dla jakich liczb wymiernych

q ∈ Q mamy q
√
2 ∈ Q?

Zad. 11. Niech a = 3.1415926535897932385 . . . . Dla n ∈ N de�niujemy liczby

an =
[a · 10n]
10n

.

Wyznacz pierwsze 10 wyrazów tego ci¡gu, tzn. oblicz liczby a0, a1, . . . , a9.
Uwaga: [x] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x.

Zad. 12. Poka» metod¡ indukcji matematycznej, »e

1. 1 + 2 + · · ·+ n = 1
2n(n+ 1)

Uwaga: Powinni±my zna¢ równie» inne proste wyprowadzenie tego wzoru:

1 + 2 + 3 + . . . + n +
n + (n− 1) + (n− 2) + . . . + 1 =

(n+ 1) + (n+ 1) + (n+ 1) + . . . + (n+ 1) = n(n+ 1)

2. 12 + 22 + · · ·+ n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1)

3. 13 + 23 + · · ·+ n3 =
(

n(n+1)
2

)2

4.
∧
(n ∈ N) (n < 2n)

5. (
∧
n ≥ 5) (n2 < 2n)

6. (
∧
(n ≥ 4) (2n < n!)

7. (
∧
(n > 1) (6|n3 − n)



Zad. 13. Poka», korzystaj¡c z poprzedniego zadania, »e
1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n+ 1) = (n+ 1)2. Podaj interpretacj¦ geometryczn¡ tego
faktu.

np.

9

7

5

3
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Zad. 14. Zaªó»my, »e n0 < n1 < n2 < . . . jest niesko«czonym ci¡giem liczb
naturalnych. Poka», »e (

∧
n ∈ N)(k ≤ nk).

Zad. 15. Korzystaj¡c ze wzoru dwumianowego Newtona

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k,

(
n
k

)
s¡ wspóªczynnikami liczbowymi w tym rozwini¦ciu. Poka», »e

1.
n∑

k=0

(
n
k

)
= 2n

2.
n∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)
= 0.

Zad. 16. Wyznacz samodzielnie sze±¢ pierwszych wierszy trójk¡ta Pascala.
Wypisz wzory na (x+ y)n dla n = 0, 1, 2, . . . , 5.

Zad. 17. Symbolem |X| oznaczamy liczb¦ elementów sko«czonego zbioru X.
Niech X b¦dzie n - elementowym zbiorem. Dla k ≤ n okre±lamy

[X]k = {Y ⊂ X : |Y | = k}.

1. Poka», »e |[X]k| =
(
n
k

)
2. Korzystaj¡c z poprzedniego wyniku podaj kombinatoryczne wyprowadzenie
to»samo±ci Pascala

(
n+1
k+1

)
=

(
n
k

)
+

(
n

k+1

)
.

3. Poka», »e je±li 0 < k ≤ n, to
(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
. Zauwa», »e st¡d wynika równo±¢(

n
k

)
= n!

k!(n−k)! .

4. Symbolem P (X) oznaczamy zbiór wszystkich podzbiorów zbioru X. Poka»,
»e je±li |X| = n, to |P (X)| = 2n.

Zad. 18. Narysuj wykres warto±ci
(
20
k

)
dla k = 0, 1, 2, . . . , 20. Która z tych

liczb jest najwi¦ksza? Wskazówka: Mo»esz, np., skorzysta¢ z funkcji
KOMBINACJE programu Excel.
Uogólnij to spostrze»enie dla ci¡gu liczb {

(
n
k

)
}, k = 0, 1, 2, . . . , n dla dowolnego

n.



Zad. 19. Poka», »e
(
m+n
k

)
=

k∑
l=0

(
m
l

)(
n

k−l

)
, przy zaªo»eniu, »e k <= min(m,n).

2.1 Liczby rzeczywiste

Zad. 20. Wyznacz nast¦puj¡ce zbiory:

1. A = {x ∈ R : x2 − 3x+ 2 > 0},
2. B = {x ∈ R : x2 − 4x+ 3 ≤ 0},
3. C = {x ∈ R : x2 − 4x+ 3 ≥ 0},
4. D = {x ∈ R : x2 − 4x+ 3 > 0}.

Zad. 21. Ka»dy ograniczony z góry podzbiór A ⊂ R ma kres górny
sup(A) ∈ R.
Niech A ⊂ R b¦dzie ograniczony z doªu. Poka», »e inf(A) = −sup(−A), gdzie
−A = {a : −a ∈ A}. Wywnioskuj z tego, »e ka»dy ograniczony z doªu podzbiór
R ma kres dolny.

Zad. 22. Wyznacz kresy dolny i górny nast¦puj¡cych zbiorów:

1. { n
n+1 : n ∈ N}

2. (0, 1) ∪ (3, 4]
3. (0, 1] ∩Q
4. [0, 1]/Q
5. N
6. Z

Zad. 23. Niech A = {x ≥ 0 : x2 < 2}. Poka», »e (sup(A))2 = 2 (czyli, »e
sup(A) =

√
2).

Zad. 24. Korzystaj¡c z tego, »e sin2(x) + cos2(x) = 1, poka», »e
| sin(x) + 2 cos(x)| ≤

√
5 dla ka»dego x ∈ R.

Wsk. Zauwa», ze je±li v⃗ = [sin(x), cos(x)], w⃗ = [1, 2], to
sin(x) + 2 cos(x) = v⃗ ◦ w⃗ (iloczyn skalarny v⃗ i w⃗).


