
Lista 2

2. Liczby rzeczywiste. Ci¡gi liczbowe (wst¦p)

Zad. 1. . Zbadaj, czy podane zbiory s¡ ograniczone od doªu, od góry, czy s¡

ograniczone:

a) A = {x ∈ R : sinx}; b) B =

{
2n

3 + n
: n ∈ N

}
; c) C =

{
p

q
: p, q ∈ N, p < q

}
.

Zad. 2. . Zbadaj, czy podane zbiory maj¡ elementy najwi¦ksze, najmniejsze.

Znajd¹ kresy tych zbiorów:

a) (0, 1) ∪ {5}; b) B =

{
4n

n2 + 1
: n ∈ N

}
; c) C =

{
2n

n+ 1
: n ∈ N

}
;

d) D =

{
1 +

(−1)n

n
: n ∈ N

}
; e) E = [

√
2,∞) ∩Q.

Zad. 3. . Zbadaj, czy podane ci¡gi s¡ ograniczone z doªu, z góry, s¡

ograniczone:

a) an =
2 + sinn

3− 2 cosn
; b) an = n

√
3n− 1; c) an = 2−

√
n;

d) an =
√
n+ 8−

√
n+ 3; e) an =

1

41 + 1
+

1

42 + 2
+ · · ·+ 1

4n + n
.

Zad. 4. . Zbadaj, czy podane ci¡gi s¡ monotoniczne od pewnego miejsca:

a) an = 3n+1 − 2n; b) an =
n2

n2 + 1
; c) an =

7n

n!
;

d) an =
√
n2 − 6n+ 10; e) an =

4n

2n + 3n
; f) an =

√
n2 + 1− n.

Zad. 5. . Korzystaj¡c z de�nicji granicy wªa±ciwej lub niewªa±ciwej ci¡gu

uzasadnij równo±ci:

a) lim
n→∞

2− n

n+ 5
= 1; b) lim

n→∞

1√
n
= 0; c) lim

n→∞
3n = ∞.

Zad. 6. . Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic ci¡gów oblicz granice:

a) lim
n→∞

3n− 1

n+ 4
; b) lim

n→∞

n+ 3

2n2 − 1
; c) lim

n→∞

n6 − 3n4 + 2

5− 10n6
;

d) lim
n→∞

n
√
27− n

√
8

n
√
3− n

√
2
; e) lim

n→∞

5n+1 − 4n

5n − 4n+2
; f) lim

n→∞
(
√
n2 + 4n+ 1−

√
n2 + 2n).



Zad. 7. . Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach oblicz granice:

a) lim
n→∞

4n+ (−1)n

5n+ 4
; b) lim

n→∞

⌊n
√
12⌋

⌊n
√
3⌋

; c) lim
n→∞

n

√
1

n
+

2

n2
+

3

n3
;

d) lim
n→∞

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ · · ·+ 1√

n2 + n
.

Zad. 8. . Oblicz granice z liczb¡ e:

a) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)3n−2

; b) lim
n→∞

(
5n+ 2

5n+ 1

)15n

; c) lim
n→∞

(
3n

3n+ 1

)n

;

d) lim
n→∞

(
3n+ 1

3n− 1

)n

; e) lim
n→∞

(
n+ 4

n+ 3

)5−2n

.

Zad. 9. . Korzystaj¡c z twierdzenia o granicach niewªa±ciwych ci¡gów oblicz

granice:

a) lim
n→∞

n2 + 1

n
; b) lim

n→∞
(n4 − 3n3 − 2n2 − 1); c) lim

n→∞
(1 + +2n − 3n);

d) lim
n→∞

(
√
n2 + 1− n); e) lim

n→∞

1− (n+ 1)!

n! + 2
.

Zad. 10. . Znajd¹ punkty skupienia podanych ci¡gów:

a) an =
(−1)nn

n+ 1
; b) bn = sin2

nπ

4
; c) cn = (1 + (−1)n) · 2n;

d) dn =
(
1 +

cosπn

n

)n

; e) en =
√
n− ⌊

√
n⌋.

Zad. 11. . Znajd¹ granice dolne i górne podanych ci¡gów:

a) an =
(−2)n+1

2n + 1
; b) bn = tg

(2n+ 1)π

4
; c) cn = (1 + cosπn)n!;

d) dn = 2− (−1)n; e) en = sin
nπ

4
.


