Lista 03. Funkcje - wykresy, granica, ciagltosé

Zadanie 1. . Pokaz, ze sin(x + §) = cosx, cos(z + §) = —sinz oraz
tg(x + §) = —ctge.

Zadanie 2. Korzystajac ze wzoréw
sin(z + y) = sinz cosy + siny cosx oraz cos(z + y) = cosx cosy — sinz siny
wyprowadz wzory na sin 2z, sin 3z, cos 2z, cos 3x.

Zadanie 3. Narysuj, korzystajac z przegladarki Google, wykresy funkcji
f(x) = §(cos2z + 1) oraz g(x) = cos® z. Wyjasnij zaobserwowane zjawisko.

Zadanie 4. Naszkicuj wykresy funkcji fx(z) = V1 — 22 - sinkz dla
k=1,2,4,....

Zadanie 5. Naszkicuj na wspolnym wykresie wykresy funkcji

f(@)=|z|+vV1—2%—1oraz g(z) = |z| — V1 —22 — 1.

Zadanie 6. Naszkicuj na wspolnym wykresie wykresy funkcji

f(x) = (|z| + V1 — 22 — 1) cos? 200z oraz g(x) = (|x| — 1 — 22 — 1) cos? 200x.

Zadanie 7. Niech f(z) = —

z2—4
a) Wyznacz nastepujace granice: lim f(z), lim f(z), lim f(x),
T—00 r——00 T——2—

S, Jog 50, o, S0,

b) Naszkicuj wykres tej funkcji.

Zadanie 8. Niech

—1 dlaz <0,
sign(z) =40 dlaz =0,
1 dlaxz>o0.

a) Pokaz, ze funkcja sign nie jest ciagla w punkcie 0.
b) Wyznacz punkty ciagtosci funkcji sign.

Zadanie 9. Wyznacz punkty ciaglosci nastepujacych funkeji:
fi(z) = sign(sin), f2(z) = sign(cos ), fs(w) = |] , fa(x) =[]
Zadanie 10. Niech

)1 dlaze@
f(x)_{o dlaz & Q

Pokaz, ze funkcja f nie jest ciggta w zadnym punkcie.

Zadanie 11. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji oblicz
granice:

S —4 V1 —V1-
lim VZ b) lim Yo7 oo lim (Ve +lta).

a) r—64 f — 87 r—0 2x ’ T——00




Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnij réwnosci:

lim |zv/8] “o o) 27% 4 sinx

1
a) lim z®arctg— =0; b m —.
z—0 T z——00 27% 4 cosT

Zadanie 12. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych
oblicz nastepujace granice:
sin® 3z In(1 + 2%) 27 — 1

o) im—5— b Mm ———=2% o lim o7

: ctgx
d) Tim (1+ tg(22))5",

Zadanie 13. Znajdz wszystkie asymptoty wykresu funkcji:

3 4 22 xr—3 sin® x
aA)y=-—5——r; by=——=; cJy=—5—.

2 -4’ 22 -9 x3

Zadanie 14. Narysuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

x 1 , .1 1.1
;o y=z—|z]; y=xsin—; y=a°sin—; y= —sin—;
z—1 x x x x

oraz wyznacz ich granice w punkcie z = 0.

Zadanie 15. Naszkicuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

1 x x? x3

y:x271’ y:oﬂfl’ y:o:2717 y:xzfl.

Zadanie 16. Zalozmy, ze funkcja f jest ciggta. Pokaz, ze funkcja
g(x) = |f(z)| jest rowniez ciagta. ( Wsk: zlozenie funkeji ciaglych jest funkcja
ciagla.)

Zadanie 17. Zalézmy, ze funkcje f i g sa ciagle. Niech
h(z) = max{f(x),g(z)}. Pokaz, ze h jest funkcja ciagta.

Zadanie 18. Oblicz granice wielomianu postaci
w(z) =2" + ap—1Tp-1 + ... + @12 + agp w 0o oraz w —oo. (Wsk: Rozwaz
oddzielnie przypadek dla n parzystego oraz n nieparzystego.)

Zadanie 19. Pokaz, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma
pierwiastek. (Wsk: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz wtasnosci Darboux
funkcji ciagtych.)

Zadanie 20. Zalézmy, ze f :[0,1] — [0, 1] jest funkcja ciagta. Pokaz, ze
istnieje takie z € [0,1], ze f(z) = z. (Wsk: Przyjrzyj sie funkcji
9(x) = f(z) —z.)



