
Lista 3

3. Ci¡gi liczbowe (lista dodatkowa)

1 Ci¡gi liczbowe

Zadanie 1. Dla podanych ci¡gów napisa¢ wzory okre±laj¡ce wskazane wyrazy
tych ci¡gów:

a) xn = nn, x2n b) yn = 1
2n + 1

2n+1 + 1
2n+2 + · · ·+ 1

3n , yn+1

c) an = n
√
n2 + 1, an+1; d) bn = 1

(2n)! , b3n+2;

Zadanie 2. Na podstawie warto±ci kilku pocz¡tkowych wyrazów podanych
ci¡gów znale¹¢ ich wzory ogólne:

a) 1, 2, 6, 24, 120, . . . ; b) 1, 1
2 , 3,

1
4 , 5,

1
6 , . . . ;

c) 0, 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, . . . ; d) 0, 1, 5, 23, 119, . . . ;

Zadanie 3. Zbada¢, czy podane ci¡gi s¡ ograniczone z doªu, z góry, s¡
ograniczone:

a) xn = n4 − n2; b) yn = (−1)nn!;

c) zn = n
√
2n + 1; d) tn = (−2)n

1+(−2)n ;

d) an = 2+cosn
3−2 sinn ; e) bn = 2n − 3n;

h) cn = 2n sin nπ
2 ; i) dn = nn

n! .

Zadanie 4. Zbada¢, czy podane ci¡gi s¡ monotoniczne od pewnego miejsca:

a) xn = 1
n2−6n+10 b) yn = 4n

2n+3n

c) an = n2 − 49n− 50 d) bn = 3n + (−2)n

Zadanie 5. Korzystaj¡c z de�nicji granicy wªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢ podane
równo±ci:

a) lim
n→∞

2n+1
n2 = 0 b) lim

n→∞
2
√
n+1√
n+1

= 2

c) lim
n→∞

[
3n+1
n+1

]
= 2 d) lim

n→∞
1000
n! = 0

Uwaga. Symbol [x] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x.



Zadanie 6. Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic ci¡gów obliczy¢
podane granice:

a) lim
n→∞

(
4
√
n4 + 16− n

)
b) lim

n→∞
(n2+1)n!+1
(2n+1)(n+1)!

c∗) lim
n→∞

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n+1

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n

d∗) lim
n→∞

sin
(
π
√
n2 + 1

)
Zadanie 7. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach znale¹¢ podane
granice:

a) lim
n→∞

n
√
n2n + 1 b) lim

n→∞
[nπ]
n

c) lim
n→∞

2n+(−1)n

3n+2 d) lim
n→∞

n

√
3n+2n

5n+4n

e) lim
n→∞

n+1
√
2n+ 3 f) lim

n→∞
n
√
3 + sinn

Zadanie 8. Korzystaj¡c z twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i
ograniczonym uzasadni¢ zbie»no±¢ podanych ci¡gów:

a) zn = 1
1·21 + 1

2·22 + · · ·+ 1
n·2n b) t1 = 2, tn+1 =

√
6 + tn

c) cn = 1
41+1 + 1

42+2! + · · ·+ 1
4n+n! d) dn = (n+1)3

n!

Obliczy¢ granice ci¡gów {tn} , {dn} .

Zadanie 9. Korzystaj¡c z de�nicji liczby e oraz z twierdzenia o granicy
podci¡gu obliczy¢ granice:

a) lim
n→∞

(
5n+2
5n+1

)15n

b) lim
n→∞

[(
3n+2
5n+2

)n

·
(

5n+3
3n+1

)n]
c) lim

n→∞

(
1 + (−1)n

n

)(−1)nn

d) lim
n→∞

(
n2−1
n2

)2n2−3

Zadanie 10. Znale¹¢ podane granice:

a) lim
n→∞

n
√
nn + 5 b) lim

n→∞
(3n cosn− 4n)

c) lim
n→∞

n
√
n! d) lim

n→∞

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n

)
Zadanie 11. Korzystaj¡c z de�nicji granicy niewªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢
podane równo±ci:

a) lim
n→∞

log2(n+ 3) = ∞ b) lim
n→∞

(n4 − 1) = ∞

c) lim
n→∞

(
√
n− n) = −∞ d) lim

n→∞
(10− 3

√
n) = −∞



Zadanie 12. Obliczy¢ podane granice:

a) lim
n→∞

(n4 − 3n3 − 2n2 − 1) b) lim
n→∞

1−(n+1)!
n!+2

c) lim
n→∞

(√
3− cos π

n

)n
d) lim

n→∞
arc tgn
arc ctgn

e) lim
n→∞

n2+1
n f) lim

n→∞

(
n+1
2n

)n
g) lim

n→∞
sinn n+1

n h) lim
n→∞

arc tg 2n

2n

Zadanie 13. Znale¹c zbiory punktów skupienia (wªa±ciwych i niewªa±ciwych)
podanych ci¡gów:

a) an = (−1)nn
n+1 b) bn = sin2 nπ

4

c) cn = [1 + (−1)n] · 2n d) dn =
(
1 + cosnπ

n

)n
e) vn = (−1)⌊

n
2 ⌋ + 4 · (−1)⌊

n
3 ⌋ f*) un = sinn

* - zadanie trudniejsze
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