Lista zadan 4

Zadanie 1. Okresli¢ dziedziny naturalne podanych funkcji:
W @)= Vi b o) = ks
o) hz) =2 d) pla) = 102*53(1+ |z]);
1. _ 2"
e) q(x) = T f) r(z) = 5.

Zadanie 2. Znalez¢ zbiory wartosci podanych funkcji:
Q) fl@) =2t 42273 b) gla) = ir:
¢) h(z) = %; d) p(z) =4 —5sinx;

e) q(z) = 3e7 17, f) r(z) =1+ 3% +5%.

Zadanie 3. Zbada¢, czy podane funkcje sa ograniczone z dotu, sa
ograniczone 7z gory, sg ograniczone:

a) f(z)=143% b) g(r)=4—3cosuz;
¢) h(z) =logy x; d) p(r)=2—3z — 2%

0 ql) = i D) rle) = S

Zadanie 4. Uzasadni¢, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskazanych
zbiorach:

Q) f@)= —det5 B b) g) = U5 B
C) h(:L‘) = z%’ (—O0,0); d) p(m) = ﬁ? [LOO);
0) qle) = dr — 22, [2.00); f) rla) =22+ L [Loo).

Zadanie 5. Okresli¢ funkcje ztozone fo f, fog, go f, go g, jezeli:

a) f(z) = %, g(z) = z?%; b) f(x) =logyz, g(x)=2%
o) f(x) =z, glxz)=1* d) f(x)=sinz, g(z)=1

Zadanie 6. Uzasadni¢, ze podane funkcje sg réoznowartosciowe na
wskazanych zbiorach:

a) f(z) =7, R\{0}; b)

g 4
¢) hz) =z =3, [0,00); d) p(zr)=

(l’) =T, [07OO>

Vi, [3o0).

Zadanie 7. Znalezé funkcje odwrotne do podanych:
a) flx)=1-37" b) g(z)=2"+/3;
c) h(z) =a%ignz; d) plx) =3 - Yz +2;

—x2 dl <0
* ar " f) (o) :logg(a:—i-l).

e )=
) al@) 24+x dlax>0;



Zadanie 8. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji:

a) f(x) =arctg(tgr); b) g(x) =tg(arctgz); c¢) h(x) = ctg(arctgr).

Zadanie 9. Niech f(z) = —*

x2—4 -
a) Wyznacz nastepujace granice:

lim f(x), lim f(z), lim f(x),

T—>00 T——00 r——2—
li li li .
(A, S B )l 1)

b) Naszkicuj wykres tej funkcji.

Zadanie 10. Narysuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

y =75 y=x—lz}; y=uwsing

— 2qn L. —lgpl
y = x°sin ; y = sin .
oraz wyznacz ich granice (jezeli istnieja) w punkcie x = 0.

Zadanie 11. Naszkicuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

1 T 22 a3

V=91 Y"1 YTy YT 21

Zadanie 12. Narysowa¢ przyktady wykreséw funkcji spetniajacych
wszystkie podane warunki:

a) xll}l_noou(x) = 00, Il_l)%l_ u(z) =1, u(2) =0, xlin;o u(z) = -1,
b) [Mim g(z) =oco, lim g(z) = —co, lim g(x) =1, lim g(z) =5,
c) zll}r_noo h(z) = —4, ml_l)ﬂ’_ll h(z) = oo, xli)rrolo h(z) = 4,
d) lim q(z) =4, lim ¢(z) = oo, funkcja ¢ jest nieparzysta,
T——00 z—1
e) lim r(z) =00, lim (r(z) —x) = —1, funkcja r jest parzysta.
rz—0~ T—00

Zadanie 13. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji oblicz
granice:

YT — 4 T+z— Vi
ve—4 b) lim\/+x v x; ¢) lim (Va?2+1+x).

a) xi>H614 f -8’ z—0 2x T——00




Zadanie 14. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnij
réwnosci:

27% + i
fim V8L 2 ¢) lim —om

1
li 3 to— = (- b .
a) xli}%l‘ arc gm ) ) z——00 27T 4+ cosx

Zadanie 15. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych
oblicz nastepujace granice:

sin? 3z In(1+2%) iy 201

. . . . ctgx
a) lim b) lim p o) lim oo d) ilg(l)(l—f—‘ug(?m)) :

z—0 I ’ T——00 3z

Zadanie 16. Znajdz wszystkie asymptoty wykresu funkeji:

3 2 22
z° +x z—3 sin“ x
aA)y=-—5—ri Dy=—"m— oy= :

3

Zadanie 17. Niech

-1 dlaz <0,
sign(zr) =90 dlaz=0,
1 dla x > 0.

a) Pokaz, ze funkcja sign nie jest ciaglta w punkcie 0.
b) Wyznacz punkty ciggtosci funkcji sign.

Zadanie 18. Wyznacz punkty cigglosci nastepujacych funkcji:
fi(z) = sign(sinx), f2(x) = sign(cos @), fs(x) = |z] , fa(z) = [3].

Zadanie 19. Zaltdzmy, ze funkcja f jest ciagla. Pokaz, ze funkcja
g(z) = |f(x)| jest rowniez ciagta. (Wsk: ztozenie funkcji ciagltych jest
funkcja ciagta.)

Zadanie 20. Zaltdzmy, ze funkcje f i g sa ciagte. Niech
h(z) = max{f(z),g(x)}. Pokaz, ze h jest funkcja ciagla.

Zadanie 21. Oblicz granice wielomianu postaci

w(z) = 2" + ap—1Tn—1 + ... + a1 + ag w nieskoriczonosci oraz w minus
nieskonczonosci. (Wsk: Rozwaz oddzielnie przypadek dla n parzystego oraz
n nieparzystego.)

Zadanie 22. Pokaz, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma
pierwiastek. (Wsk: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz wlasnosci
Darboux funkgji ciagtych.)



Zadanie 23. Zaltozmy, ze f : [0,1] — [0, 1] jest funkcja ciagta. Pokaz, ze
istnieje takie x € [0, 1], ze f(x) = x. (Wsk: Przyjrzyj sie funkcji
g(@) = f(z) —=.)

Zadanie 24. a) Czastka pewnego uktadu drgajacego porusza sie po osi
Ozx. Potozenie tej czastki w chwili ¢ > 0 jest opisana wzorem
x(t) =5 — 4738 cos(2t + 1). Znalez¢ jej graniczne potozenie, gdy
t — oco. Co oznacza otrzymany wynik?
b) Réwnanie ax* — 2z — 8 = 0 ma dla parametru a > 0 dwa pierwiastki
rzeczywiste x1(a), xa2(a)). Obliczy¢ granice lim zi(a), lim z2(a),
a—0+ a—0+

ali_g)lo z1(a), ali_}nolo xa(a).

Wskazowka. Narysowaé¢ wykresy funkcji y = ax? oraz y = 2z + 8.

Nastepnie zbadaé¢ potozenie punktéw wspoélnych obu wykreséow, gdy
a — 0T oraz, gdy a — oo.

Zadanie 25. Korzystajac z definicji Heinego uzasadnié¢ ciagtosé podanych
funkcji na R :

a) u(z) = 5 b) v(z) = sin? z,
¢) flx)y=2x—-5 d) g(x) =sin z,

e) r(x) =+vat+1cos x.

Zadanie 26. Wyznaczy¢ zbiory punktéw cigglosci podanych funkcji:

ldlaz=01lub
a) u(z) = (2° — ) [a], b) ”(x):{wsinwdlax#om
z(x—m) ’

sin ©

dla z <0
Vzcos & dla z > 0.

T

e) p(x) =sign(z?)cosFz, f) h(z)= {

Zadanie 27. Dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byty



ciggle we wskazanych punktach:

. - 2dlax <0
() — sinz dla |z| > § v(@)={a*+bdla0 <z <1
a) ax +b dla |z| < 3 b) N
oo 3dlax>1
=9, T2 = 9, 1 =0, 29 =1,
bx dla x < m, g(z) = br+3dlaz <l
c) bl”d1ax>7r d) 22" trtadaz>1
o =, o =1,
I‘ =
) ax+bd1a0<$<1 f) 22 +ar+bdax>1,

Vo dlaz > 1,

1 =0, 220 =1; Ty =—1, x9=1.

Zadanie 28. Uzasadni¢ ciagloéé podanych funkcji na wskazanych
zbiorach:

a) u(z) =e*cosz, R; b) v(x)= \/W’ (—2,2);
¢) w(x) =arctgy/z, [0,00); d) z(z)= Vsin z, kﬁz[2/~c7r, (2k + 1)m];

¢) fz) = gty B 1) 9@) = Ve TR, R

Zadanie 29. Okresli¢ rodzaje nieciggtosci podanych funkcji:

u(x):{f”/;‘_ll dla z € (0,1) U (1, 00), ) = 2 dla £ 0,
2 3 dlaz =1, b) e dla z =0,
ro =1L 9 =0
azalrctgl dlaz#0
¢) flx) =sigula(z ~1)], 20 =1 d) “@:{g dla & =
$0—0,

Zadanie 30. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu
kresow uzasadni¢, ze podane zagadnienia ekstremalne maja rozwiazania:
1. wéréd stozkéw wpisanych w kule o promieniu r istnieje ten, ktory
ma najwieksza objetosé;
2. wsréd prostokatéw opisanych na danej elipsie istnieje ten, ktéry ma
najmniejsze i najwieksze pole;



3. wérod graniastostupow prawidtowych o podstawie szedciokatnej
wpisanych w kule o promieniu r istnieje ten, ktéry ma najwieksza
objetosé;

Zadanie 31. Uzasadnié, ze podane rownania maja jednoznaczne
rozwigzania we wskazanych przedziatach:

a) 2% +6x—-2=0, (0,1); b) wsinw=7, (27, F);

(
e) 04z —1=0 (3, 1); f)z-22=1, (0,1);

Zadanie 32. Korzystajac z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu wartosci
posrednich uzasadnié¢ nastepujace stwierdzenia:
1. na kazdym szlaku turystycznym wiodacym z Karpacza (800 m nad
poziomem morza) na Sniezke (1602 m nad poziomem morza) jest
miejsce, ktére wznosi sie 1000 m nad poziomem morza;

2. na dowolnej figurze wypuktej na ptaszczyZnie mozna opisaé¢ kwadrat

3. jezeli zegar o pdélnocy spéznial sie o 5 min. a po nakreceniu, ale bez
przestawiania wskazowek, nastepnego dnia o péinocy spieszyt sie o
10 min, to w pewnej chwili wskazywal wtasciwy czas;



