
Lista zada« 4

Zadanie 1. Okre±li¢ dziedziny naturalne podanych funkcji:

a) f(x) =
√
sinx; b) g(x) = 1

1+cosx ;

c) h(x) = x3−1
x−1 ; d) p(x) = log3(1 + |x|);

e) q(x) = 1√
x2−1

; f) r(x) = 2x

2x−4 .

Zadanie 2. Znale¹¢ zbiory warto±ci podanych funkcji:

a) f(x) = x4 + 2x2 − 3; b) g(x) = 1
|x|−1 ;

c) h(x) = x2

x2+1
; d) p(x) = 4− 5 sinx;

e) q(x) = 3e−|x|; f) r(x) =
√
1 + 3x + 5x.

Zadanie 3. Zbada¢, czy podane funkcje s¡ ograniczone z doªu, s¡
ograniczone z góry, s¡ ograniczone:

a) f(x) = 1 + 3x; b) g(x) = 4− 3 cosx;
c) h(x) = log2 x; d) p(x) = 2− 3x− x2;

e) q(x) = 1√
x+1

; f) r(x) = x12

x4+1
.

Zadanie 4. Uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ monotoniczne na wskazanych
zbiorach:

a) f(x) = −4x+ 5, R; b) g(x) = 3
√
x, R;

c) h(x) = 1
x2 , (−∞, 0); d) p(x) = 1

2x+1 , [1,∞);

e) q(x) = 4x− x2, [2,∞); f) r(x) = x2 + 1
x2 , [1,∞).

Zadanie 5. Okre±li¢ funkcje zªo»one f ◦ f, f ◦ g, g ◦ f, g ◦ g, je»eli:

a) f(x) = 1
x , g(x) = x2; b) f(x) = log2 x, g(x) = 2x;

c) f(x) =
√
x, g(x) = x4; d) f(x) = sinx, g(x) = 1

x .

Zadanie 6. Uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ ró»nowarto±ciowe na
wskazanych zbiorach:

a) f(x) = 1
x , R\{0}; b) g(x) = x4, [0,∞);

c) h(x) =
√
x− 3, [0,∞); d) p(x) = x−

√
x,

[
1
4 ,∞

)
.

Zadanie 7. Znale¹¢ funkcje odwrotne do podanych:

a) f(x) = 1− 3−x; b) g(x) = x5 +
√
3;

c) h(x) = x6signx; d) p(x) = 3− 3
√
x+ 2;

e) q(x) =

{
−x2 dla x < 0,

2 + x dla x ≥ 0;
f) r(x) = log32(x+ 1).



Zadanie 8. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

a) f(x) = arc tg(tgx); b) g(x) = tg(arc tgx); c) h(x) = ctg(arc tgx).

Zadanie 9. Niech f(x) = 1
x2−4

.
a) Wyznacz nast¦puj¡ce granice:

lim
x→∞

f(x), lim
x→−∞

f(x), lim
x→−2−

f(x),

lim
x→−2+

f(x), lim
x→2−

f(x), lim
x→2+

f(x).

b) Naszkicuj wykres tej funkcji.

Zadanie 10. Narysuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

y = x
x−1 ; y = x− ⌊x⌋; y = x sin 1

x ;

y = x2 sin 1
x ; y = 1

x sin
1
x .

oraz wyznacz ich granice (je»eli istniej¡) w punkcie x = 0.

Zadanie 11. Naszkicuj wykresy funkcji zadanych wzorami:

y =
1

x2 − 1
, y =

x

x2 − 1
, y =

x2

x2 − 1
, y =

x3

x2 − 1
.

Zadanie 12. Narysowa¢ przykªady wykresów funkcji speªniaj¡cych
wszystkie podane warunki:

a) lim
x→−∞

u(x) = ∞, lim
x→0−

u(x) = 1, u(2) = 0, lim
x→∞

u(x) = −1,

b) lim
x→−∞

g(x) = ∞, lim
x→0−

g(x) = −∞, lim
x→0+

g(x) = 1, lim
x→∞

g(x) = 5,

c) lim
x→−∞

h(x) = −4, lim
x→−1

h(x) = ∞, lim
x→∞

h(x) = 4,

d) lim
x→−∞

q(x) = 4, lim
x→1

q(x) = ∞, funkcja q jest nieparzysta,

e) lim
x→0−

r(x) = ∞, lim
x→∞

(r(x)− x) = −1, funkcja r jest parzysta.

Zadanie 13. Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic funkcji oblicz
granice:

a) lim
x→64

3
√
x− 4√
x− 8

; b) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

2x
; c) lim

x→−∞
(
√
x2 + 1 + x).



Zadanie 14. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnij
równo±ci:

a) lim
x→0

x3arctg
1

x
= 0; b) lim

x→∞

⌊x
√
8⌋

⌊x
√
2⌋

= 2; c) lim
x→−∞

2−x + sinx

2−x + cosx
.

Zadanie 15. Korzystaj¡c z granic podstawowych wyra»e« nieoznaczonych
oblicz nast¦puj¡ce granice:

a) lim
x→0

sin2 3x

x2
; b) lim

x→−∞

ln(1 + 2x)

3x
; c) lim

x→0+

2x − 1

4
√
x − 1

; d) lim
x→0

(1 + tg(2x))ctgx.

Zadanie 16. Znajd¹ wszystkie asymptoty wykresu funkcji:

a) y =
x3 + x2

x2 − 4
; b) y =

x− 3√
x2 − 9

; c) y =
sin2 x

x3
.

Zadanie 17. Niech

sign(x) =


−1 dla x < 0,

0 dla x = 0,

1 dla x > 0.

a) Poka», »e funkcja sign nie jest ci¡gªa w punkcie 0.
b) Wyznacz punkty ci¡gªo±ci funkcji sign.

Zadanie 18. Wyznacz punkty ci¡gªo±ci nast¦puj¡cych funkcji:
f1(x) = sign(sinx), f2(x) = sign(cosx), f3(x) = ⌊x⌋ , f4(x) = ⌊ 1x⌋.

Zadanie 19. Zaªó»my, »e funkcja f jest ci¡gªa. Poka», »e funkcja
g(x) = |f(x)| jest równie» ci¡gªa. (Wsk: zªo»enie funkcji ci¡gªych jest
funkcj¡ ci¡gª¡.)

Zadanie 20. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ ci¡gªe. Niech
h(x) = max{f(x), g(x)}. Poka», »e h jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 21. Oblicz granice wielomianu postaci
w(x) = xn + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0 w niesko«czono±ci oraz w minus
niesko«czono±ci. (Wsk: Rozwa» oddzielnie przypadek dla n parzystego oraz
n nieparzystego.)

Zadanie 22. Poka», »e ka»dy wielomian stopnia nieparzystego ma
pierwiastek. (Wsk: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz wªasno±ci
Darboux funkcji ci¡gªych.)



Zadanie 23. Zaªó»my, »e f : [0, 1] → [0, 1] jest funkcj¡ ci¡gª¡. Poka», »e
istnieje takie x ∈ [0, 1], »e f(x) = x. (Wsk: Przyjrzyj si¦ funkcji
g(x) = f(x)− x.)

Zadanie 24. a) Cz¡stka pewnego ukªadu drgaj¡cego porusza si¦ po osi
Ox. Poªo»enie tej cz¡stki w chwili t > 0 jest opisana wzorem
x(t) = 5− 4−3t· cos(2t+ 1). Znale¹¢ jej graniczne poªo»enie, gdy
t → ∞. Co oznacza otrzymany wynik?

b) Równanie ax4 − 2x− 8 = 0 ma dla parametru a > 0 dwa pierwiastki
rzeczywiste x1(a), x2(a)). Obliczy¢ granice lim

a→0+
x1(a), lim

a→0+
x2(a),

lim
a→∞

x1(a), lim
a→∞

x2(a).

Wskazówka. Narysowa¢ wykresy funkcji y = ax4 oraz y = 2x+ 8.
Nast¦pnie zbada¢ poªo»enie punktów wspólnych obu wykresów, gdy
a → 0+ oraz, gdy a → ∞.

Zadanie 25. Korzystaj¡c z de�nicji Heinego uzasadni¢ ci¡gªo±¢ podanych
funkcji na R :

a) u(x) = x2

x2+2
b) v(x) = sin2 x,

c) f(x) = 2x− 5 d) g(x) = sin x,

e) r(x) =
√
x4 + 1 cos x.

Zadanie 26. Wyznaczy¢ zbiory punktów ci¡gªo±ci podanych funkcji:

a) u(x) = (x3 − x) [x] , b) v(x) =

{
1 dla x = 0 lub π
π sin x
x(x−π) dla x ̸= 0 i π,

c) g(x) = [x] (x− 1), d) f(x) =

{
1 dla x = kπ, k ∈ Z
x

sin x dla x ̸= kπ, k ∈ Z,

e) p(x) = sign(x2) cos π
2x, f) h(x) =

{
dla x ≤ 0
√
x cos 1

x2 dla x > 0.

Zadanie 27. Dobra¢ parametry a, b ∈ R tak, aby podane funkcje byªy



ci¡gªe we wskazanych punktach:

a)
u(x) =

{
sinx dla |x| ≥ π

2

ax+ b dla |x| < π
2

x1 = −π
2 , x2 =

π
2 ,

b)
v(x) =


2 dla x ≤ 0

ax + b dla 0 < x < 1

3 dla x ≥ 1

x1 = 0, x2 = 1,

c)
f(x) =

{
bx dla x < π,
sin x
ax dla x ≥ π

x0 = π,

d)
g(x) =

{
bx+ 3 dla x < 1

2x2 + x+ a dla x ≥ 1

x0 = 1,

e)
h(x) =


(x− 1)3 dla x ≤ 0,

ax+ b dla 0 ≤ x < 1,
√
x dla x ≥ 1,

x1 = 0, x2 = 1;

f)
g(x) =

{
x dla |x| ≤ 1,

x2 + ax+ b dla x > 1,

x1 = −1, x2 = 1.

Zadanie 28. Uzasadni¢ ci¡gªo±¢ podanych funkcji na wskazanych
zbiorach:

a) u(x) = ex cosx, R; b) v(x) = 1√
16−x4

, (−2, 2);

c) w(x) = arc tg
√
x, [0,∞); d) z(x) =

√
sin x,

⋃
kßZ

[2kπ, (2k + 1)π];

e) f(x) = x
|x|+1 , R; f) g(x) =

√
ex + x2, R.

Zadanie 29. Okre±li¢ rodzaje nieci¡gªo±ci podanych funkcji:

a)
u(x) =

{
x2−1√
x−1

dla x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

3 dla x = 1,
x0 = 1;

b)
v(x) =

 e
1
x+2

e
1
x+1

dla ̸= 0,

e dla x = 0,

x0 = 0

;

c) f(x) = sign [x(x− 1)] , x0 = 1 d)
g(x) =

{
x arc tg 1

x dla x ̸= 0,
π
2 dla x = 0.

x0 = 0;

Zadanie 30. Korzystaj¡c z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu
kresów uzasadni¢, »e podane zagadnienia ekstremalne maj¡ rozwi¡zania:

1. w±ród sto»ków wpisanych w kul¦ o promieniu r istnieje ten, który
ma najwi¦ksz¡ obj¦to±¢;

2. w±ród prostok¡tów opisanych na danej elipsie istnieje ten, który ma
najmniejsze i najwi¦ksze pole;



3. w±ród graniastosªupów prawidªowych o podstawie sze±ciok¡tnej
wpisanych w kul¦ o promieniu r istnieje ten, który ma najwi¦ksz¡
obj¦to±¢;

Zadanie 31. Uzasadni¢, »e podane równania maj¡ jednoznaczne
rozwi¡zania we wskazanych przedziaªach:

a) x3 + 6x− 2 = 0, (0, 1); b) x sin x = 7,
(
2π, 5π2

)
;

c) 1 = sin x
2 + x, (0, π2 ); d) arc tg x = 1

x2 , ( 1√
3
,
√
3);

e) x100 + x− 1 = 0 (12 , 1); f) x · 2x = 1, (0, 1);

Zadanie 32. Korzystaj¡c z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu warto±ci
po±rednich uzasadni¢ nast¦puj¡ce stwierdzenia:

1. na ka»dym szlaku turystycznym wiod¡cym z Karpacza (800 m nad
poziomem morza) na �nie»k¦ (1602 m nad poziomem morza) jest
miejsce, które wznosi si¦ 1000 m nad poziomem morza;

2. na dowolnej �gurze wypukªej na pªaszczy¹nie mo»na opisa¢ kwadrat;

3. je»eli zegar o póªnocy spó¹niaª si¦ o 5 min. a po nakr¦ceniu, ale bez
przestawiania wskazówek, nast¦pnego dnia o póªnocy spieszyª si¦ o
10 min, to w pewnej chwili wskazywaª wªa±ciwy czas;


