Wyktad 1. Elementy logiki i rachunku zbioréw
Jezyk matematyki, liczby rzeczywiste
I. Rachunek zdan. Pojecie zdania, wartosci logicznych i pojecie tautologii.

Przyktady zdan:

o p="suma katoéw w trojkacie jest réwna 180°"
oq="2+2=5"
or="24+2=4"
o s="2+2#£5"
Operacje na zdaniach
o —p (negacja)
o pV q (alternatywa)
o p A q (koniunkcja)
o p = ¢ (implikacja)
o p < q (rownowaznosc)

Wartos¢ logiczna zdania:

jezeli zdanie p jest prawdziwe, to przypisujemy mu wartos¢ logiczna 1,
jezeli zdanie p jest falszywe, to przypisujemy mu wartosé logiczna 0,

Wyznaczanie wartoéci logicznej zdan ztozonych.

Przyktad dla alternatywy, koniunkcji, implikacji oraz réwnowaznosci:

Pla|pVyq Plqa|PNg Pla|p=4q Plqa|P=4
010 0 010 0 010 1 00 1
011 1 01 0 01 1 01 0
110 1 110 0 110 0 110 0
111 1 111 1 111 1 111 1

Def. Tautologia: zdanie zlozone, ktorego wartos¢ logiczna jest réwna 1 bez
wzgledu na to jakiej wartosci logicznej sa jego sktadniki. Symbol = oznacza,
ze zdanie wystepujace po nim jest tautologia. Przyktady:
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oE-pVp

o

= p=q< —pVq (prawo eliminacji implikacji)
= —(pVq) < —pA g (prawo de Morgana)

= —(pAq) < —pV g (prawo de Morgana)

Def. Funkcja zdaniowa (formuta zdaniowa) ¢ (x) na zbiorze Q nazy-
wamy dowolne wyrazenie, ktore staje sie zdaniem w sensie logiki dla
kazdego x € €.

Przyktlad

Y(x)=2*+5<82€Q=R

dla kazdego wybranego x, ¥(z) staje sie zdaniem logicznym; dla jed-
nych argumentéw x jest to zdanie prawdziwe, dla innych jest to zdanie
fatszywe.

Przyktlad

Y(y)=r<y z,y€ Q=R

formuta zdaniowa moze by¢ funkcja jednego, dwoch lub wiekszej liczby
argumentow.

Kwantyfikatory

o kwantyfikator ogolny: A ¢(z), czytamy "dla kazdego z zachodzi

(prawdziwe jest zdanie) ¢(z)"

Przyktlad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
X

A z% + 2z > 0 - zdanie falszywe, (rozpatrz np. x = —0.5)

o kwantyfikator szczegolny: \/ ¢(x), czytamy "istnieje taki x, ze za-

chodzi (jest prawdziwe) zdanie ¢(z)"
Przyktlad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
xX



A\ 2% + 2z < —1 - zdanie falszywe,

4. negacja wyrazenia logicznego z kwantyfikatorem
~ (o)) & Vst

~ (Vo) & Aot
Przyklad

- (/\ < —1) & \/ 22 + 2 > —1 ostatnie zdanie jest prawdziwe
T

xT

5. zasady stosowania kwantyfikatorow w przypadku funkcji zdaniowych ¢
dwoch lub wiekszej liczby argumentow

o /x\/\d)(fl%y)@/\/x\qﬁ(x,y)
\x/\/aﬁ(x,y) & \/\x/qﬁ(x,y)

(zmiana kolejnosci kwantyfikatorow tego samego rodzaju nie zmienia
wartosci logicznej wyniku)

o zdania A\ é(z,y) 1V A ¢(z,y) moga mie¢ rozne wartosci logiczne
(zmiana kolejnosci kwantyfikatorow roznych rodzajow moze zmienié
warto$¢ logiczna wyniku)

Przyktlad

zdanie A\ \/ x < y jest prawdziwe, a
Ty

zdanie \/ A\ x < y jest falszywe, x,y sa liczbami rzeczywistymi.
Yy z

Dowdéd indukcyjny.
Metoda dowodu prawdziwosci ciagu zdan T'(ng), T (no + 1), T(ng +2),. ...

1. Dowodzimy prawdziwosci zdania T'(ng)



2. Dowodzimy prawdziwosci implikacji T'(n) = T'(n + 1) dla wszystkich
n > ng

3. Jako wniosek, na mocy zasady indukcji otrzymujemy prawdziwos¢ kazdego
zdania T'(n) dla n > no.

Przyktlad. Nier6wnos¢ Bernoulliego

/\ /\(1+x)”21+n:€.

z>—1 n

Dowdd.
1. Dlan=1:L=(1+42xz)'=142z, P=1+nr=1+z,stad L=P
2. Niech (14 2)" > 1+ nzx. Wtedy

1
L=010+z)""=0+2)"(1+2z)>1+nz)(1+2)>
Il+(n+Dz+n2®>>1+(n+1)r="P

1
> : skorzystaliémy z zatozenia indukcyjnego i z faktu, ze 1 +x > 0.



