
Wykªad 1. Elementy logiki i rachunku zbiorów

J¦zyk matematyki, liczby rzeczywiste

I. Rachunek zda«. Poj¦cie zdania, warto±ci logicznych i poj¦cie tautologii.

Przykªady zda«:

◦ p="suma k¡tów w trójk¡cie jest równa 180◦"

◦ q ="2 + 2 = 5"

◦ r ="2 + 2 = 4"

◦ s ="2 + 2 ̸= 5"

Operacje na zdaniach

◦ ¬p (negacja)

◦ p ∨ q (alternatywa)

◦ p ∧ q (koniunkcja)

◦ p⇒ q (implikacja)

◦ p⇔ q (równowa»no±¢)

Warto±¢ logiczna zdania:

je»eli zdanie p jest prawdziwe, to przypisujemy mu warto±¢ logiczn¡ 1,
je»eli zdanie p jest faªszywe, to przypisujemy mu warto±¢ logiczn¡ 0,

Wyznaczanie warto±ci logicznej zda« zªo»onych.

Przykªad dla alternatywy, koniunkcji, implikacji oraz równowa»no±ci:

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Def. Tautologia: zdanie zªo»one, którego warto±¢ logiczna jest równa 1 bez
wzgl¦du na to jakiej warto±ci logicznej s¡ jego skªadniki. Symbol |= oznacza,
»e zdanie wyst¦puj¡ce po nim jest tautologi¡. Przykªady:
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◦ |= ¬p ∨ p

◦ |= p⇒ q ⇔ ¬p ∨ q (prawo eliminacji implikacji)

◦ |= ¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q (prawo de Morgana)

◦ |= ¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q (prawo de Morgana)

2. Def. Funkcj¡ zdaniow¡ (formuª¡ zdaniow¡) ψ(x) na zbiorze Ω nazy-
wamy dowolne wyra»enie, które staje si¦ zdaniem w sensie logiki dla
ka»dego x ∈ Ω.

Przykªad

ψ(x) = x2 + 5 < 8, x ∈ Ω = R
dla ka»dego wybranego x, ψ(x) staje si¦ zdaniem logicznym; dla jed-
nych argumentów x jest to zdanie prawdziwe, dla innych jest to zdanie
faªszywe.

Przykªad

ψ(x, y) = x < y, x, y ∈ Ω = R
formuªa zdaniowa mo»e by¢ funkcj¡ jednego, dwóch lub wi¦kszej liczby
argumentów.

3. Kwanty�katory

◦ kwanty�kator ogólny:
∧
x

ϕ(x), czytamy "dla ka»dego x zachodzi

(prawdziwe jest zdanie) ϕ(x)"

Przykªad∧
x

x2 ≥ 0 - zdanie prawdziwe,

∧
x

x2 + x ≥ 0 - zdanie faªszywe, (rozpatrz np. x = −0.5)

◦ kwanty�kator szczególny:
∨
x

ϕ(x), czytamy "istnieje taki x, »e za-

chodzi (jest prawdziwe) zdanie ϕ(x)"

Przykªad∧
x

x2 ≥ 0 - zdanie prawdziwe,
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∧
x

x2 + x < −1 - zdanie faªszywe,

4. negacja wyra»enia logicznego z kwanty�katorem

¬
(∧

x

ϕ(x)

)
⇔

∨
x

¬ϕ(x)

¬
(∨

x

ϕ(x)

)
⇔

∧
x

¬ϕ(x)

Przykªad

¬
(∧

x

x2 + x < −1

)
⇔

∨
x

x2 + x ≥ −1 ostatnie zdanie jest prawdziwe

5. zasady stosowania kwanty�katorów w przypadku funkcji zdaniowych ϕ
dwóch lub wi¦kszej liczby argumentów

◦
∧
x

∧
y

ϕ(x, y) ⇔
∧
y

∧
x

ϕ(x, y)

∨
x

∨
y

ϕ(x, y) ⇔
∨
y

∨
x

ϕ(x, y)

(zmiana kolejno±ci kwanty�katorów tego samego rodzaju nie zmienia
warto±ci logicznej wyniku)

◦ zdania
∧
x

∨
y

ϕ(x, y) i
∨
y

∧
x

ϕ(x, y)mog¡ mie¢ ró»ne wartosci logiczne

(zmiana kolejno±ci kwanty�katorów ró»nych rodzajów mo»e zmieni¢
warto±¢ logiczn¡ wyniku)

Przykªad

zdanie
∧
x

∨
y

x < y jest prawdziwe, a

zdanie
∨
y

∧
x

x < y jest faªszywe, x, y s¡ liczbami rzeczywistymi.

Dowód indukcyjny.

Metoda dowodu prawdziwo±ci ci¡gu zda« T (n0), T (n0 + 1), T (n0 + 2), . . . .

1. Dowodzimy prawdziwo±ci zdania T (n0)

3



2. Dowodzimy prawdziwo±ci implikacji T (n) ⇒ T (n + 1) dla wszystkich
n ≥ n0

3. Jako wniosek, na mocy zasady indukcji otrzymujemy prawdziwo±¢ ka»dego
zdania T (n) dla n ≥ n0.

Przykªad. Nierówno±¢ Bernoulliego∧
x≥−1

∧
n

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Dowód.

1. Dla n = 1 : L = (1 + x)1 = 1 + x, P = 1 + nx = 1 + x, st¡d L = P

2. Niech (1 + x)n ≥ 1 + nx. Wtedy

L = (1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x)
1

≥(1 + nx)(1 + x) ≥
1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x = P

1

≥ : skorzystali±my z zaªo»enia indukcyjnego i z faktu, »e 1 + x ≥ 0.
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