
Wykªad 1. Elementy logiki i rachunku zbiorów

J¦zyk matematyki, liczby rzeczywiste

I. Rachunek zda«. Poj¦cie zdania, warto±ci logicznych i poj¦cie tautologii.

Przykªady zda«:

◦ p="suma k¡tów w trójk¡cie jest równa 180◦"

◦ q ="2 + 2 = 5"

◦ r ="2 + 2 = 4"

◦ s ="2 + 2 ̸= 5"

Operacje na zdaniach

◦ ¬p (negacja)

◦ p ∨ q (alternatywa)

◦ p ∧ q (koniunkcja)

◦ p⇒ q (implikacja)

◦ p⇔ q (równowa»no±¢)

Warto±¢ logiczna zdania:

je»eli zdanie p jest prawdziwe, to przypisujemy mu warto±¢ logiczn¡ 1,
je»eli zdanie p jest faªszywe, to przypisujemy mu warto±¢ logiczn¡ 0,

Wyznaczanie warto±ci logicznej zda« zªo»onych.

Przykªad dla alternatywy, koniunkcji, implikacji oraz równowa»no±ci:

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Def. Tautologia: zdanie zªo»one, którego warto±¢ logiczna jest równa 1 bez
wzgl¦du na to jakiej warto±ci logicznej s¡ jego skªadniki. Symbol |= oznacza,
»e zdanie wyst¦puj¡ce po nim jest tautologi¡. Przykªady:

1



◦ |= ¬p ∨ p

◦ |= p⇒ q ⇔ ¬p ∨ q (prawo eliminacji implikacji)

◦ |= ¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q (prawo de Morgana)

◦ |= ¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q (prawo de Morgana)

2. Def. Funkcj¡ zdaniow¡ (formuª¡ zdaniow¡) ψ(x) na zbiorze Ω nazy-
wamy dowolne wyra»enie, które staje si¦ zdaniem w sensie logiki dla
ka»dego x ∈ Ω.

Przykªad

ψ(x) = x2 + 5 < 8, x ∈ Ω = R
dla ka»dego wybranego x, ψ(x) staje si¦ zdaniem logicznym; dla jed-
nych argumentów x jest to zdanie prawdziwe, dla innych jest to zdanie
faªszywe.

Przykªad

ψ(x, y) = x < y, x, y ∈ Ω = R
formuªa zdaniowa mo»e by¢ funkcj¡ jednego, dwóch lub wi¦kszej liczby
argumentów.

3. Kwanty�katory

◦ kwanty�kator ogólny:
∧
x

ϕ(x), czytamy "dla ka»dego x zachodzi

(prawdziwe jest zdanie) ϕ(x)"

Przykªad∧
x

x2 ≥ 0 - zdanie prawdziwe,

∧
x

x2 + x ≥ 0 - zdanie faªszywe, (rozpatrz np. x = −0.5)

◦ kwanty�kator szczególny:
∨
x

ϕ(x), czytamy "istnieje taki x, »e za-

chodzi (jest prawdziwe) zdanie ϕ(x)"

Przykªad∧
x

x2 ≥ 0 - zdanie prawdziwe,
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∧
x

x2 + x < −1 - zdanie faªszywe,

4. negacja wyra»enia logicznego z kwanty�katorem

¬
(∧

x

ϕ(x)

)
⇔
∨
x

¬ϕ(x)

¬
(∨

x

ϕ(x)

)
⇔
∧
x

¬ϕ(x)

Przykªad

¬
(∧

x

x2 + x < −1

)
⇔
∨
x

x2 + x ≥ −1 ostatnie zdanie jest prawdziwe

5. zasady stosowania kwanty�katorów w przypadku funkcji zdaniowych ϕ
dwóch lub wi¦kszej liczby argumentów

◦
∧
x

∧
y

ϕ(x, y) ⇔
∧
y

∧
x

ϕ(x, y)

∨
x

∨
y

ϕ(x, y) ⇔
∨
y

∨
x

ϕ(x, y)

(zmiana kolejno±ci kwanty�katorów tego samego rodzaju nie zmienia
warto±ci logicznej wyniku)

◦ zdania
∧
x

∨
y

ϕ(x, y) i
∨
y

∧
x

ϕ(x, y)mog¡ mie¢ ró»ne wartosci logiczne

(zmiana kolejno±ci kwanty�katorów ró»nych rodzajów mo»e zmieni¢
warto±¢ logiczn¡ wyniku)

Przykªad

zdanie
∧
x

∨
y

x < y jest prawdziwe, a

zdanie
∨
y

∧
x

x < y jest faªszywe, x, y s¡ liczbami rzeczywistymi.

Dowód indukcyjny.

Metoda dowodu prawdziwo±ci ci¡gu zda« T (n0), T (n0 + 1), T (n0 + 2), . . . .

1. Dowodzimy prawdziwo±ci zdania T (n0)
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2. Dowodzimy prawdziwo±ci implikacji T (n) ⇒ T (n + 1) dla wszystkich
n ≥ n0

3. Jako wniosek, na mocy zasady indukcji otrzymujemy prawdziwo±¢ ka»dego
zdania T (n) dla n ≥ n0.

Przykªad. Nierówno±¢ Bernoulliego∧
x≥−1

∧
n

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Dowód.

1. Dla n = 1 : L = (1 + x)1 = 1 + x, P = 1 + nx = 1 + x, st¡d L = P

2. Niech (1 + x)n ≥ 1 + nx. Wtedy

L = (1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x)
1

≥(1 + nx)(1 + x) ≥
1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x = P

1

≥ : skorzystali±my z zaªo»enia indukcyjnego i z faktu, »e 1 + x ≥ 0.

Rachunek zbiorów.

Nauk¦ o zbiorach nazywamy teori¡ mnogo±ci. Metod¡ badania zbiorów jest
metoda aksjomatyczna. Podobnie jak w geometrii nie odpowiadamy wprost
na pytanie czym s¡ punkty, proste i pªaszczyzny i inne terminy "pierwotne"
geometrii, lecz z pewnego ukªadu aksjomatów (pewników) wyprowadzamy
wszystkie twierdzenia geometrii bez odwoªywania si¦ do intuicyjnego znaczenia
terminów pierwotnych - tak samo i teori¦ mnogo±ci opiera si¦ na kilku podsta-
wowych aksjomatach, z których na drodze dedukcji otrzymuje si¦ wszystkie
inne twierdzenia. W aksjomatach teorii mnogo±ci wyst¦puje poj¦cie zbioru i
±ci±le z nim zwi¡zane poj¦cie stosunku przynale»no±ci elementu do zbioru,

np. zapis x ∈ A czytamy "x jest elementem zbioru A" lub "x nale»y do
zbioru A".
zapis ¬(x ∈ A) czytamy "x nie jest elementem zbioru A" lub "x nie nale»y
do zbioru A", stosujemy równie» uproszczony zapis x ̸∈ A.

Podstawowe fakty z rachunku zbiorów:
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1. Aksjomat ekstensjonalno±ci (równo±ci): zbiory A,B s¡ równe (A = B)
wtedy i tylko wtedy, gdy

∧
x

[x ∈ A⇔ x ∈ B]

2. Suma zbiorów A ∪B∧
x

[x ∈ A ∪B ⇔ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)]

3. Iloczyn (przekrój) zbiorów A ∩B∧
x

[x ∈ A ∩B ⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)]

4. Ró»nica zbiorów A\B∧
x

[x ∈ A\B ⇔ (x ∈ A) ∧ (x ̸∈ B)]

4a. Ró»nica symetryczna zbiorów
A△B = (A\B) ∪ (B\A)

5. Dopeªnienie zbioru A: Ac = Ω\A (zawsze musimy wiedzie¢, co jest
nasz¡ przestrzeni¡ Ω).

Wªasno±ci dziaªa« na zbiorach

1. A ∪B = B ∪ A

2. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

3. A ∩B = B ∩ A

4. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

5. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

6. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Przykªad. Okre±lenie podzbioru.
Mówimy, »e zbiór A jest podzbiorem zbioru B i piszemy A ⊂ B wtedy i tylko
wtedy, gdy ∧

x

(x ∈ A) ⇒ (x ∈ B)

Przykªad. Okre±lenie zbioru pustego.
Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem. Okre±lamy zbiór pusty ∅ nast¦puj¡co

∅ = A\A,
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czyli ∧
x

[x ∈ ∅ ⇔ (x ∈ A) ∧ (x ̸∈ A)]

Poniewa» zdanie (x ∈ A) ∧ (x ̸∈ A) jest zawsze faªszywe, równie» zawsze
faªszywym jest zdanie x ∈ ∅, co oznacza, »e »aden x nie jest elementem
zbioru pustego.

Twierdzenie 1. Istnieje dokªadnie jeden zbiór pusty ∅.

Dowód. Niech A i B b¦d¡ dowolnie wybranymi zbiorami. Stosuj¡c kon-
strukcj¦ zbioru pustego otrzymujemy

∅1 = A\A, ∅2 = B\B.

Poniewa» zawsze faªszywymi s¡ zdania x ∈ ∅1 i x ∈ ∅2, prawdziw¡ jest
równowa»no±¢ ∧

x

(x ∈ ∅1) ⇔ (x ∈ ∅2),

co na podstawie aksjomatu równo±ci (ekstensjonalno±ci) oznacza, »e

∅1 = ∅2.

Podstawowy sposób okre±lenia zbioru:

A = {x ∈ Ω : ϕ(x)}

czytamy nast¦puj¡co: A jest zbiorem tych elementów x (zawsze musimy
wiedzie¢, co jest nasz¡ przestrzeni¡ Ω), dla których funkcja zdaniowa ϕ(x)
staje si¦ zdaniem prawdziwym.

Przykªad.

przedziaª (0, 1) = {x ∈ R : 0 < x < 1}.

Przykªad.

zbiór A = {x, y ∈ R : 0 < y < −x2 + 4, −2 < x < 2}.

Zbiór liczb rzeczywistych

Dziaªania arytmetyczne: +, ·, (−, :), relacja porz¡dku <. Podstawowe wªas-
no±ci (aksjomaty) dziaªa« arytmetycznych i relacji porz¡dku:

1. (
∧
x, y, z ∈ R) (x+ y) + z = x+ (y + z) (ª¡czno±¢ dodawania)
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2. (
∨

0 ∈ R)(
∧
x ∈ R) (x+ 0 = x) (element neutralny dodawania (zero))

3. (
∧
x ∈ R)(

∨
−x ∈ R)x+ (−x) = 0 (element przeciwny dodawania)

4. (
∧
x, y ∈ R)x+ y = y + x (przemienno±¢ dodawania)

5. (
∧
x, y, z ∈ R) (x · y) · z = x · (y · z) (ª¡czno±¢ mno»enia)

6. (
∨

1 ∈ R)(
∧
x ∈ R) (x ·1 = x) (element neutralny mno»enia (jedno±¢))

7. (
∧
x ̸= 0 ∈ R)(

∨
x−1 ∈ R) x · x−1 = 1 (element odwrotny mno»enia)

8. (
∧
x, y ∈ R) x · y = y · x (przemienno±¢ mno»enia)

9. (
∧
x, y, z ∈ R) x ·(y+z) = x ·y+x ·z (rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem

dodawania)

10. (
∧
x, y, z ∈ R) (je±li x < y i y < z, to x < z)

11. (
∧
x, y ∈ R) (x < y albo x = y albo y < x)

12. (
∧
x, y, z ∈ R) (je±li x < y, to x+ z < y + z)

13. (
∧
x, y ∈ R)(

∧
z > 0 ∈ R) (je±li x < y, to x · z < y · z)

Niech A ⊂ R b¦dzie zbiorem niepustym i ograniczonym, tzn. istniej¡
liczby m i M takie, »e

m ≤ a ≤M,
∧

a ∈ A

Okre±lamy pomocnicze zbiory:

Â = {â : a ≤ â,
∧

a ∈ A}

Ǎ = {ǎ : a ≥ ǎ,
∧

a ∈ A}

14. Zasada zupeªno±ci:

W zbiorze Ǎ istnieje element najwi¦kszy max Ǎ, speªnia on nierówno±¢
a ≥ max Ǎ,

∧
a ∈ A i nazywany jest kresem dolnym zbioru A, piszemy

inf A = max Ǎ.
W zbiorze Â istnieje element najmniejszy min Â, speªnia on nierówno±¢
a ≤ min Â,

∧
a ∈ A i nazywany jest kresem górnym zbioru A, piszemy

supA = min Â.
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Podsumowuj¡c

Ka»dy ograniczony, niepusty podzbiór R ma kres dolny i górny.

Uzupeªnienia

� Zbiór liczb rzeczywistych rozszerzony: R ∪ {−∞,∞}. Wªasno±ci sym-
boli −∞ i ∞.

◦ (
∧
x ∈ R) −∞ < x <∞

◦ Dziaªanie dodawania

+ −∞ x ∈ R ∞
−∞ −∞ −∞ nieokre±lone
y ∈ R −∞ x+ y ∞
∞ nieokre±lone ∞ ∞

◦ Dziaªanie mno»enia

· −∞ x < 0 x = 0 x > 0 ∞
−∞ ∞ ∞ nieokre±lone −∞ −∞
y < 0 ∞ x · y x · y x · y −∞
y = 0 nieokre±lone 0 0 0 nieokre±lone
y > 0 −∞ x · y x · y x · y ∞
∞ −∞ −∞ nieokre±lone ∞ ∞

� Podstawowe wªasno±ci:

◦ (x+ y)2 = x2 + 2 · x · y + y2,
◦ (x+ y)(x− y) = x2 − y2,
◦ (x+ y)3 = x3 + 3 · x2 · y + 3 · x · y2 + y3,

� liczba
√
2 jest liczb¡ niewymiern¡.

Uzasadnienie. Dowód nie wprost (a.c.). Zakªadamy przeciwnie, »e
liczba

√
2 jest wymierna, tzn.

√
2 = p

q
dla pewnych liczb naturalnych

p, q. St¡d wynika, »e

2q2 = p2

Zauwa»my, »e w rozwini¦ciu liczby p na iloczyn liczb pierwszych musi
wyst¡pi¢ liczba 2, powiedzmy n razy. St¡d po prawej stronie równo±ci
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liczba 2 wyst¦puje 2n razy, czyli parzyst¡ liczb¦ razy. Natomiast
po lewej stronie równo±ci liczba 2 wyst¦puje nieparzyst¡ liczb¦ razy.
Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi, prawdziwo±ci naszej tezy.

Uwaga. Dowód nie wprost twierdzenia p⇒ q.

W tej metodzie zamiast oryginalnego twierdzenia dowodzimy prawdzi-
wo±ci twierdzenia ¬q ⇒ ¬p. Poprawno±¢ takiej metody jest widoczna
z porównania dwóch tautologii:

1. (p⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)
2. (¬q ⇒ ¬p) ⇔ (q ∨ ¬p)

� Funkcja kwadratowa:

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

� Nierówno±¢ Cauchy'ego (-Schwarza-Buniakowskiego): Dla dowolnych
liczb rzeczywistych a1, a2,. . . ,an, b1, b2,. . . ,bn zachodzi nierówno±¢(

n∑
k=1

|akbk|

)2

≤
n∑

k=1

a2k

n∑
k=1

b2k

Dowód: Rozwa»amy funkcj¦

f(x) =
n∑

k=1

(|ak| − |bk| · x)2 = ax2 + bx+ c,

gdzie a =
n∑

k=1

b2k, b = −2
n∑

k=1

|akbk| i c =
n∑

k=1

a2k. Funkcja kwadra-

towa f(x) przyjmuje tylko warto±ci nieujemne, (
∧
x)(f(x) ≥ 0). St¡d

wnioskujemy, »e wyró»nik∆ = b2−4ac ≤ 0, wyliczamy∆, upraszczamy
i otrzymujemy »¡dan¡ nierówno±¢.

Uwaga. Równo±¢ w powy»szej nierówno±ci ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje λ ∈ R takie, »e |ai| = λ|bi| dla i = 1, 2, 3, . . . , n. Dla
uzasadnienia tego faktu zauwa»my, »e równo±¢ w nierówno±ci Cauchy'ego
oznacza, »e ∆ = 0, czyli funkcja kwadratowa f(x) ma miejsce zerowe
λ, f(λ) = 0. To z kolei oznacza, »e ka»dy skªadnik sumy |ai|−λ|bi| = 0,
i = 1, 2, 3, . . . , n, co nale»aªo udowodni¢.
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� Nierówno±c trygonometryczna. Dla 0 ≤ x ≤ π
2
zachodzi

0 ≤ sinx ≤ x ≤ tgx

Uzasadnienie. Niech S1 oznacza pole trójk¡ta OAC, S2 oznacza pole
wycinka koªa OAC i S3 oznacza pole trójk¡ta OBC. Zauwa»amy, »e

AD = sinx, BC = tg x, OC = 1,

S1 =
1

2
OC · AD =

1

2
sinx, S2 =

x

2π
· π · 12 = 1

2
x,

S3 =
1

2
OC ·BC =

1

2
tg x

�¡dana nierówno±¢ wynika natychmiast z faktu, »e S1 ≤ S2 ≤ S3.
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