Wyktad 1. Elementy logiki i rachunku zbioréw
Jezyk matematyki, liczby rzeczywiste
I. Rachunek zdan. Pojecie zdania, wartosci logicznych i pojecie tautologii.

Przyktady zdan:

o p="suma katoéw w trojkacie jest réwna 180°"
oq="2+2=5"
or="24+2=4"
o s="2+2#£5"
Operacje na zdaniach
o —p (negacja)
o pV q (alternatywa)
o p A q (koniunkcja)
o p = ¢ (implikacja)
o p < q (rownowaznosc)

Wartos¢ logiczna zdania:

jezeli zdanie p jest prawdziwe, to przypisujemy mu wartos¢ logiczna 1,
jezeli zdanie p jest falszywe, to przypisujemy mu wartosé logiczna 0,

Wyznaczanie wartoéci logicznej zdan ztozonych.

Przyktad dla alternatywy, koniunkcji, implikacji oraz réwnowaznosci:

Pla|pVyq Plqa|PNg Pla|p=4q Plqa|P=4
010 0 010 0 010 1 00 1
011 1 01 0 01 1 01 0
110 1 110 0 110 0 110 0
111 1 111 1 111 1 111 1

Def. Tautologia: zdanie zlozone, ktorego wartos¢ logiczna jest réwna 1 bez
wzgledu na to jakiej wartosci logicznej sa jego sktadniki. Symbol = oznacza,
ze zdanie wystepujace po nim jest tautologia. Przyktady:
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oE-pVp

o

= p=q< —pVq (prawo eliminacji implikacji)
= —(pVq) < —pA g (prawo de Morgana)

= —(pAq) < —pV g (prawo de Morgana)

Def. Funkcja zdaniowa (formuta zdaniowa) ¢ (x) na zbiorze Q nazy-
wamy dowolne wyrazenie, ktore staje sie zdaniem w sensie logiki dla
kazdego x € €.

Przyktlad

Y(x)=2*+5<82€Q=R

dla kazdego wybranego x, ¥(z) staje sie zdaniem logicznym; dla jed-
nych argumentéw x jest to zdanie prawdziwe, dla innych jest to zdanie
fatszywe.

Przyktlad

Y(y)=r<y z,y€ Q=R

formuta zdaniowa moze by¢ funkcja jednego, dwoch lub wiekszej liczby
argumentow.

Kwantyfikatory

o kwantyfikator ogolny: A ¢(z), czytamy "dla kazdego z zachodzi

(prawdziwe jest zdanie) ¢(z)"

Przyktlad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
X

A z% + 2z > 0 - zdanie falszywe, (rozpatrz np. x = —0.5)

o kwantyfikator szczegolny: \/ ¢(x), czytamy "istnieje taki x, ze za-

chodzi (jest prawdziwe) zdanie ¢(z)"
Przyktlad

A\ 2% > 0 - zdanie prawdziwe,
xX



A\ 2% + 2z < —1 - zdanie falszywe,

4. negacja wyrazenia logicznego z kwantyfikatorem
~ (o)) & Vst

~ (Vo) & Aot
Przyklad

- (/\ < —1) & \/ 22 + 2 > —1 ostatnie zdanie jest prawdziwe
T

xT

5. zasady stosowania kwantyfikatorow w przypadku funkcji zdaniowych ¢
dwoch lub wiekszej liczby argumentow

o /x\/\d)(fl%y)@/\/x\qﬁ(x,y)
\x/\/aﬁ(x,y) & \/\x/qﬁ(x,y)

(zmiana kolejnosci kwantyfikatorow tego samego rodzaju nie zmienia
wartosci logicznej wyniku)

o zdania A\ é(z,y) 1V A ¢(z,y) moga mie¢ rozne wartosci logiczne
(zmiana kolejnosci kwantyfikatorow roznych rodzajow moze zmienié
warto$¢ logiczna wyniku)

Przyktlad

zdanie A\ \/ x < y jest prawdziwe, a
Ty

zdanie \/ A\ x < y jest falszywe, x,y sa liczbami rzeczywistymi.
Yy z

Dowdéd indukcyjny.
Metoda dowodu prawdziwosci ciagu zdan T'(ng), T (no + 1), T(ng +2),. ...

1. Dowodzimy prawdziwosci zdania T'(ng)



2. Dowodzimy prawdziwosci implikacji T'(n) = T'(n + 1) dla wszystkich
n > ng

3. Jako wniosek, na mocy zasady indukcji otrzymujemy prawdziwos¢ kazdego
zdania T'(n) dla n > no.

Przyktlad. Nier6wnos$¢ Bernoulliego

/\ /\(1+x)”21+na:.

z>—-1 n

Dowdd.

1. Dan=1:L=(1+a)'=1+2,P=1+nr=1+uz,stad L=P

2. Niech (14 2)" > 1+ nz. Wtedy

1
L=0+2)""=0+2)"1+2)>1+nz)(1+2)>
I+(n+Dz+nz®>1+n+1)r=P"P

1
> : skorzystaliSmy z zalozenia indukcyjnego i z faktu, ze 1 +x > 0.

Rachunek zbiorow.

Nauke o zbiorach nazywamy teoriag mnogosci. Metoda badania zbiorow jest
metoda aksjomatyczna. Podobnie jak w geometrii nie odpowiadamy wprost
na pytanie czym sa punkty, proste i plaszczyzny i inne terminy "pierwotne”
geometrii, lecz z pewnego ukladu aksjomatow (pewnikéw) wyprowadzamy
wszystkie twierdzenia geometrii bez odwolywania si¢ do intuicyjnego znaczenia
terminow pierwotnych - tak samo i teorie mnogoéci opiera sie na kilku podsta-
wowych aksjomatach, z ktorych na drodze dedukcji otrzymuje sie wszystkie
inne twierdzenia. W aksjomatach teorii mnogosci wystepuje pojecie zbioru i
Scigle z nim zwigzane pojecie stosunku przynaleznosci elementu do zbioru,

np. zapis r € A czytamy "z jest elementem zbioru A" lub "x nalezy do
zbioru A".

zapis =(x € A) czytamy "x nie jest elementem zbioru A" lub "z nie nalezy
do zbioru A", stosujemy roéwniez uproszczony zapis r € A.

Podstawowe fakty z rachunku zbioréw:



1. Aksjomat ekstensjonalnodci (réwnosci): zbiory A, B sa rowne (A = B)
wtedy i tylko wtedy, gdy Alr € A< x € B]

2. Suma zbiorow AU B
NreAUB & (xe€ A)V (z € B)]

xT

3. Toczyn (przekrdj) zbiorow AN B
Nzre ANB & (x € A) A (z € B)]

xT

4. Roznica zbiorow A\B
N[z € A\B& (z€ A) A (x & B)]

xT

4a. Roznica symetryczna zbiorow

AAB = (A\B) U (B\A)

5. Dopehienie zbioru A: A® = Q\A (zawsze musimy wiedzie¢, co jest
nasza przestrzenia ().

Whasnosci dziatan na zbiorach
1. AuUB=BUA
2. AUBUC)=(AuB)UC
3. AnB=BnNA
4. An(BNC)=(AnB)NC
5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
6. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Przyktad. Okreslenie podzbioru.
Moéwimy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B i piszemy A C B wtedy i tylko
wtedy, gdy
(€ A) = (z € B)
Przyktad. Okreslenie zbioru pustego.
Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Okreslamy zbior pusty () nastepujaco

0 =A\A,
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czyli
Nz ebe (zeA)A(xgA)

xT

Poniewaz zdanie (x € A) A (x € A) jest zawsze falszywe, rowniez zawsze
falszywym jest zdanie x € (), co oznacza, ze zaden z nie jest elementem
zbioru pustego.

Twierdzenie 1. Istnieje dokladnie jeden zbior pusty ().

Dowéd. Niech A i B beda dowolnie wybranymi zbiorami. Stosujac kon-
strukcje zbioru pustego otrzymujemy

@1 - A\A, (2)2 - B\B

Poniewaz zawsze falszywymi sg zdania z € 0, i * € (0, prawdziwg jest
rownowaznosc

/\(:1: e & (z€y),

xT

co na podstawie aksjomatu réwnosci (ekstensjonalnosci) oznacza, ze

Podstawowy sposob okreslenia zbioru:
A={zeQ:¢(z)}

czytamy nastepujaco: A jest zbiorem tych elementéow z (zawsze musimy
wiedzie¢, co jest nasza przestrzenia 1), dla ktorych funkcja zdaniowa ¢(x)
staje sie zdaniem prawdziwym.

Przyktlad.
przedzial (0,1) ={z € R: 0 <z < 1}.

Przyktlad.
zbior A={z,y e R: 0<y< —2?+4, —2<x<2}

Zbiér liczb rzeczywistych

Dzialania arytmetyczne: +, -, (—,:), relacja porzadku <. Podstawowe wlas-
nosci (aksjomaty) dzialan arytmetycznych i relacji porzadku:

. (Az,y,z€R)(z+y)+2z=2x+ (y+ 2) (facznos¢ dodawania)
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10.
11.
12.
13.

14.

(VO eR)(AzeR)(x+0=x) (element neutralny dodawania (zero))
(Az e R)(V/ —z € R)z + (—z) = 0 (element przeciwny dodawania)
(Az,y € R)z +y =y + z (przemiennos¢ dodawania)

(Az,y,z e R)(x-y)-z=x-(y-2) (laczno$¢ mnozenia)
(V1IeR)(AzeR) (z-1=uz) (element neutralny mnozenia (jednosc))
(ANz#0eR)(Va'eR)z 27! =1 (element odwrotny mnozenia)
(Az,y €R) z-y =y x (przemiennos¢ mnozenia)

(Az,y,z € R) z-(y+2) = x-y+x- 2 (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem
dodawania)

(Az,y,z €R) (jesliz <yiy<z tox<z)
(Az,y € R) (x <y albox =y alboy < x)
(Az,y,z €R) (jesliz <y,tox+2 <y+2)
(ANz,y e R)(ANz>0€R) (jesliza <y, tozx-z<y-z)
Niech A C R bedzie zbiorem niepustym i ograniczonym, tzn. istniejg
liczby m 1 M takie, ze
m<a<M, /\ a€ A
Okreslamy pomocnicze zbiory:
A
A

I
~
Q>

:aﬁi@/\aeA}
:azd,/\aeA}

Il
~
Q¢

Zasada zupelnosci:

W zbiorze A istnieje element najwickszy max A, spetnia on nieréwnosé
a > max A, /\ a € Ainazywany jest kresem dolnym zbioru A, piszemy
inf A = max A.
W zbiorze A istnieje element najmniejszy min A, spelnia on nier6wnosé
a < min A, /\ a € Ainazywany jest kresem gornym zbioru A, piszemy
sup A = min A.



Podsumowujac

Kazdy ograniczony, niepusty podzbiér R ma kres dolny i gorny.

Uzupeklienia

e Zbior liczb rzeczywistych rozszerzony: R U {—o0,00}. Wlasnosci sym-
boli —o0 i o0.

o(Az€eR) —0o<z <0

o Drzialanie dodawania

|+ [ -0 ER I
—o0 || —o0 —00 nieokreslone
yeR | —o0 T +y 00
00 nieokreslone | co 00

o Dzialanie mnozenia

] - H —oo\x<0\ x:0\$>0\ oo‘
—00 00 o0 | nieokreslone | —oo —00
y <0 0| x-y Tyl x-y —00
y = 0 || nieokreslone 0 0 0 | nieokreslone
y>0 —oo | Ty Ty| x-y o0
00 —00 —oo | nieokreslone 00 00

e Podstawowe wlasnosci:

o(r+yP=a+2-2-y+y

o (z+y)(r—y)=1"—y

o(z+y)P=2*+3 22 y+3-x-y* +37,
e liczba v/2 jest liczba niewymierna.

Uzasadnienie. Dowd6d nie wprost (a.c.). Zakladamy przeciwnie, ze
liczba v/2 jest wymierna, tzn. V2 = § dla pewnych liczb naturalnych
p,q. Stad wynika, ze

2¢* = p’

Zauwazmy, ze w rozwinieciu liczby p na iloczyn liczb pierwszych musi
wystapi¢ liczba 2, powiedzmy n razy. Stad po prawej stronie réwnosci



liczba 2 wystepuje 2n razy, czyli parzysta liczbe razy. Natomiast
po lewej stronie rownosci liczba 2 wystepuje nieparzystg liczbe razy.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, prawdziwosci naszej tezy.

Uwaga. Dowdd nie wprost twierdzenia p = gq.

W tej metodzie zamiast oryginalnego twierdzenia dowodzimy prawdzi-
wosci twierdzenia g = —p. Poprawno$c¢ takiej metody jest widoczna
z poréwnania dwoch tautologii:

L(p=q < (pVy
2. (mq = —p) & (¢V —p)

Funkcja kwadratowa:

9 b\’ b —dac
ar*+br+c=alx+ —| ———
2a 4a

Nier6wnosé Cauchy’ego (-Schwarza-Buniakowskiego): Dla dowolnych

liczb rzeczywistych aq, as,...,a,, b1, bs,... b, zachodzi nieré6wnosé¢
n 2 n n
> labi | <D ai> B
k=1 k=1 k=1

Dowod: Rozwazamy funkcje

n

F) = (lax] = |be| - 2)* = az® + bx +c,

k=1
gdzie a = Y02, b = =23 |agbi| i ¢ = > a}. Funkcja kwadra-
k=1 k=1 k=1

towa f(z) przyjmuje tylko wartosci nieujemne, (A x)(f(xz) > 0). Stad
wnioskujemy, ze wyréznik A = b?>—4ac < 0, wyliczamy A, upraszczamy
i otrzymujemy zadang nierOwnos¢.

Uwaga. Rownos¢ w powyzszej nierdbwnosci ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje A € R takie, ze |a;| = A\[b;| dlat =1,2,3,...,n. Dla
uzasadnienia tego faktu zauwazmy, ze rownos$¢ w nieréwnosci Cauchy’ego
oznacza, ze A = 0, czyli funkcja kwadratowa f(x) ma miejsce zerowe
A, f(A) = 0. To z kolei oznacza, ze kazdy sktadnik sumy |a;| —A|b;| = 0,
1=1,2,3,...,n, co nalezalo udowodnic.



e Nieréwnosc trygonometryczna. Dla 0 < z < g zachodzi

0 <sinz <z <tgr

1.5

057

—%

0.5}

15 e
45 4 05 0 05 1 15

Uzasadnienie. Niech S oznacza pole trojkata OAC, S, oznacza pole
wycinka kota OAC i S3 oznacza pole trojkata OBC. Zauwazamy, ze

AD =sinzx, BC =tgx, OC =1,

1 1 1
SlngC’-ADzisinm, ng%-w-12:§m,
1 1
=-0C - -BC ==t
Ss 5 C-BC 58T

Zadana nieréwno$é¢ wynika natychmiast z faktu, ze S; < Sy < Ss.
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