Wyktad 2. Rachunek zbioréw cd., zbiory liczbowe

Rachunek zbiorow.

Nauke o zbiorach nazywamy teoria mnogosci. Metoda badania zbioréw jest
metoda aksjomatyczna. Podobnie jak w geometrii nie odpowiadamy wprost
na pytanie czym sa punkty, proste i plaszczyzny i inne terminy "pierwotne”
geometrii, lecz z pewnego ukladu aksjomatoéw (pewnikow) wyprowadzamy
wszystkie twierdzenia geometrii bez odwotywania si¢ do intuicyjnego znaczenia
terminoéw pierwotnych - tak samo i teorie mnogosci opiera sie na kilku podsta-
wowych aksjomatach, z ktorych na drodze dedukcji otrzymuje sie wszystkie
inne twierdzenia. W aksjomatach teorii mnogosci wystepuje pojecie zbioru i
Sci$le z nim zwigzane pojecie stosunku przynaleznosci elementu do zbioru,

np. zapis r € A czytamy "z jest elementem zbioru A" lub "z nalezy do
zbioru A".

zapis —(x € A) czytamy "x nie jest elementem zbioru A" lub "z nie nalezy
do zbioru A", stosujemy réwniez uproszczony zapis r € A.

Podstawowe fakty z rachunku zbioréw:

4a.

Aksjomat ekstensjonalnosci (rownosci): zbiory A, B sa réwne (A = B)
wtedy i tylko wtedy, gdy Alr € A < x € B]

Suma zbioréw AU B
NreAUB & (xe€ A)V (z € B)]

loczyn (przekrdj) zbiorow AN B
NrzeANB & (x € A) A (x € B)]
Roznica zbiorow A\B

N[z € A\B & (x€ A) A (x ¢ B)]

xr
Ro6znica symetryczna zbiorow

AAB = (A\B) U (B\A)

Dopelnienie zbioru A: A° = Q\A (zawsze musimy wiedzie¢, co jest
nasza przestrzenia ().



Whasnosci dziatan na zbiorach

1. AuUB=BUA

2. AUBUC)=(AuB)UC

3. AnhB=BnNA

4. An(BNnC)=(AnB)NC

5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
6. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Przyktad. Okreslenie podzbioru.
Moéwimy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B i piszemy A C B wtedy i tylko
wtedy, gdy
M\ € A) = (z € B)
Przyktad. Okreslenie zbioru pustego.
Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Okreslamy zbior pusty () nastepujaco

0 =A\A,

czyli
Nz €be (xeA)A(x g A)

Poniewaz zdanie (x € A) A (v € A) jest zawsze falszywe, rowniez zawsze
falszywym jest zdanie x € (), co oznacza, ze zaden x nie jest elementem
zbioru pustego.

Twierdzenie 1. Istnieje dokladnie jeden zbior pusty 0.

Dow6d. Niech A i B beda dowolnie wybranymi zbiorami. Stosujac kon-
strukcje zbioru pustego otrzymujemy

@1 — A\A, @2 — B\B

Poniewaz zawsze falszywymi sg zdania z € (; i x € 0,, prawdziwa jest
rownowaznoscé

N eh) e (xeby),

T



co na podstawie aksjomatu rownosci (ekstensjonalnosci) oznacza, ze
01 = 0,.
Podstawowy sposéb okreslenia zbioru:
A={z e Q:¢(z)}

czytamy nastepujaco: A jest zbiorem tych elementéw = (zawsze musimy
wiedzie¢, co jest nasza przestrzenia 1), dla ktorych funkcja zdaniowa ¢(x)
staje sie zdaniem prawdziwym.

Przyktad.
przedzial (0,1) ={r e R: 0 <z < 1}.

Przyktlad.
zhior A={r,ye R:0<y< —a?+4, —-2<z<2}

Zbior liczb rzeczywistych

Dziatania arytmetyczne: +,-, (—,:), relacja porzadku <. Podstawowe wlas-
nosci (aksjomaty) dzialan arytmetycznych i relacji porzadku:

. (Az,y,z€R)(z+y)+2z=x+ (y+ 2) (facznos¢ dodawania)
2. (VOeR)(Az€eR)(x+0=zx) (element neutralny dodawania (zero))
Nz eR)(\ —z €R)z+ (—x) =0 (element przeciwny dodawania)

Nz, y € R)x +y =y + x (przemiennosé¢ dodawania)

(
(
(
(
5 (Ax,y,z€R)(x-y) -z=x-(y-2) (lacznos¢ mnozenia)
(V1eR) Az eR) (x-1=ux) (element neutralny mnozenia (jednosc))
(ANr#0€eR)(Vz ' €R)z 27! =1 (element odwrotny mnozenia)
(Az,y € R) z-y =y -z (przemienno$¢ mnozenia)
(

Nz, y,z €R) z-(y+2) = z-y+x- 2 (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem
dodawania)

10. (Az,y,z€R) (jesliz <yiy<z tox<z)

11. (Az,y €R) (z <y alboz =y alboy < x)



12. (Az,y,z€R) (jedliz <y, tox+2<y+ 2)

13. (Az,yeR)(ANz2>0€R) (jesliz <y, toz-z2<y-2)

Niech A C R bedzie zbiorem niepustym i ograniczonym, tzn. istnieja
liczby m i M takie, ze

m<a<M, /\ a€ A

Okreslamy pomocnicze zbiory:
A
A

Il I
~=
Q¢ Q>
IS IS
(AVARR VAN
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IS IS
m m
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14. Zasada zupelnosci:

W zbiorze A istnieje element najwiekszy max A, spelnia on nieréwnosé
a>max A, \a € Ainazywany jest kresem dolnym zbioru A, piszemy
inf A = max A.
W zbiorze A istnieje element najmniejszy min 121, spelnia on nier6wnosé
a < min 121, /\a € Ainazywany jest kresem gornym zbioru A, piszemy
sup A = min A.

Podsumowujac

Kazdy ograniczony, niepusty podzbiér R ma kres dolny i gorny.

Uzupelnienia

e 7Zbior liczb rzeczywistych rozszerzony: R U {—o0,00}. Wlasnosci sym-
boli —o0 i o0.

o(AzeR) —co<z <0

o Dzialanie dodawania

|+ [ oo EE I
—o0 || —o0 —00 nieokreslone
y€EeR | —o0 T +y 00
00 nieokreslone | co 00




o Dzialanie mnozenia

’ . H —oo\x<0\ sz\x>O\ oo‘
—00 00 o0 | nieokresglone | —o0 —00
y <0 x| Ty TyYy| Ty —00
y = 0 || nieokreslone 0 0 0 | nieokreslone
y >0 —00 | Ty Tyl -y 00
00 —00 —o0o | nieokreglone 00 00

Podstawowe wlasnosci:

o(x+yP=a+2-2-y+y’
o (z+y)(z—y)=2>—y?
o(x+yP=2*+3-22-y+3-x-y*+9°

liczba v/2 jest liczbg niewymierna.

Uzasadnienie. Dowdd nie wprost (a.c.). Zakladamy przeciwnie, ze
liczba v/2 jest wymierna, tzn. /2 = § dla pewnych liczb naturalnych
p,q. Stad wynika, ze

Zauwazmy, ze w rozwinieciu liczby p na iloczyn liczb pierwszych musi
wystapi¢ liczba 2, powiedzmy n razy. Stad po prawej stronie réwnosci
liczba 2 wystepuje 2n razy, czyli parzysta liczbe razy. Natomiast
po lewej stronie roéwnosci liczba 2 wystepuje nieparzystg liczbe razy.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, prawdziwosci naszej tezy.

Uwaga. Dowd6d nie wprost twierdzenia p = q.

W tej metodzie zamiast oryginalnego twierdzenia dowodzimy prawdzi-
wosci twierdzenia g = —p. Poprawno$c¢ takiej metody jest widoczna
z poréwnania dwoch tautologii:

L(p=q) < (pVy
2. (mq = —p) & (¢V —p)

Funkcja kwadratowa:

9 b\> b —dac
ar*+br+c=alx+ —| — —
2a 4a

3



e Nierownosé Cauchy’ego (-Schwarza-Buniakowskiego): Dla dowolnych

liczb rzeczywistych aq, as,...,a,, b1, bs,... b, zachodzi nier6wnosé¢
n 2 n n
k=1 k=1 k=1

Dowod: Rozwazamy funkcje

n

f@) = (ap| — [be| - 2)* = az® + bz + ¢,

k=1

gdzie a = Y02, b = =2 |agbi| i ¢ = > a}. Funkcja kwadra-
k=1 k=1 k=1

towa f(z) przyjmuje tylko wartosci nieujemne, (A x)(f(x) > 0). Stad
wnioskujemy, ze wyroznik A = b*—4ac < 0, wyliczamy A, upraszczamy
i otrzymujemy zadana nier6wnosé.

Uwaga. Réwnosé w powyzszej nierownosci ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje A € R takie, ze |a;| = Alb;| dlai =1,2,3,...,n. Dla
uzasadnienia tego faktu zauwazmy, ze rowno$¢ w nieréwnosci Cauchy’ego
oznacza, ze A = 0, czyli funkcja kwadratowa f(z) ma miejsce zerowe
A, f(A) = 0. To z kolei oznacza, ze kazdy sktadnik sumy |a;| —A|b;| = 0,
1=1,2,3,...,n, co nalezalo udowodnic.



