
Wa»ne nierówno±ci

1. Dla wartosci bezwzgl¦dnej

|a| =

{
a, je±li a ≥ 0

−a, je±li a < 0.

Wªasno±ci

� Je±li a ≤ |b| i −a ≤ |b|, to |a| ≤ |b|.
Uzasadnienie a. przypadek a ≥ 0: |a| = a ≤ |b|
b. przypadek a < 0: |a| = −a ≤ |b|
w obu przypadkach »¡dana nierówno±¢ jest prawdziwa.

�

∧
x,y

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

Uzasadnienie

x ≤ |x|, y ≤ |y| −x ≤ |x|, −y ≤ |y|
x+ y ≤ |x|+ |y| −(x+ y) ≤ |x|+ |y|

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

�

∧
x,y

||x| − |y|| ≤ |x− y|

Uzasadnienie

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y|, zamiana x na y
|x| − |y| ≤ |x− y| |y| − |x| ≤ |x− y|

||x| − |y|| ≤ |x− y|

2. Dla dowolnych x, y ∈ R zachodzi

|xy| ≤ 1

2
(x2 + y2)

Uzasadnienie

1

2
(x2 + y2)− |xy| = 1

2
(|x|2 + |y|2)− |xy| = 1

2
(|x| − |y|)2 ≥ 0.



3. Nierówno±¢ Bernoulliego∧
x≥−1

∧
n∈N

(1 + x)n ≥ 1 + nx

Uzasadnienie

- dla n = 1 : L = (1 + x)1 = 1 + x, P = 1 + x, czyli L = P
- zakªadamy, »e nierówno±¢ jest prawdziwa dla n;
rozwa»amy nierówno±¢ dla n+ 1: na pocz¡tku zauwa»amy, »e

L = (1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n

Poniewa» 1 + x ≥ 0, z zaªo»enia indukcyjnego otrzymujemy

(1 + x)(1 + x)n ≥ (1 + x)(1 + nx) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x = P

W ten sposób L ≥ P , wi¦c na mocy zasady indukcji matematycznej
nierówno±¢ jest prawdziwa dla wszystkich n ∈ N.

4. Nierówno±ci dla funkcji trygonometrycznych

sinx ≤ x ≤ tg x(*)

dla 0 ≤ x < π
2
. Uzasadnienie:

pole ∆OAB = 1
2
OA ·BD = 1

2
· 1 · sinx = sinx

2

pole wycinka koªa OAB = x
2π

· π · 12 = x
2

pole ∆OAC = 1
2
OA · AC = 1

2
· 1 · tg x = tg x

2

Poniewa»

pole ∆OAB ≤ pole wycinka koªa OAB ≤ pole ∆OAC,

zachodz¡ nierówno±ci

sinx ≤ x ≤ tg x



5. Nierówno±¢ Cauchy'ego (-Schwarza-Buniakowskiego

Dla dowolnych liczb x1, x2, . . . , xn i y1, y2, . . . , yn zachodzi

|x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn| ≤
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

√
y21 + y22 + · · ·+ y2n

Równo±¢ w tej nierówno±ci ma miejsce tylko wtedy, gdy istnieje liczba
λ ∈ R taka, »e x1 = λy1, x2 = λy2, . . . , xn = λyn,

Uzasadnienie.

Rozpatrujemy funkcj¦
f(z) = (x1 − y1z)

2 + (x2 − y2z)
2 + · · ·+ (xn − ynz)

2, z ∈ R. Po
rozwini¦ciu otrzymujemy

f(z) = Az2 + 2Bz + C, z ∈ R, gdzie

A = y21 + y22 + · · ·+ y2n, B = −(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn),

C = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n,

tzn. f(z) jest trójmianem kwadratowym. Z okre±lenia wynika, »e
f(z) ≥ 0 dla z ∈ R, co ma miejsce tylko wtedy, gdy wyró»nik



∆ = 4B2 − 4AC ≤ 0. Po rozwini¦ciu otrzymujemy

0 ≥ ∆ = 4(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)
2−

4(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)(y

2
1 + y22 + · · ·+ y2n)

St¡d natychmiast otrzymujemy »¡dan¡ nierówno±¢.

Równo±¢ w nierówno±ci oznacza, »e ∆ = 0, czyli równanie kwadratowe
f(z) = 0 ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie z = λ, czyli

0 = f(λ) = (x1 − λy1)
2 + (x2 − λy2)

2 + · · ·+ (xn − λyn)
2,

St¡d wynika, »e

0 = x1 − λy1 = x2 − λy2 = · · · = xn − λyn.

Uzupeªnienia

Dwumian Newtona

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 +

(
n

3

)
xn−3y3 + · · ·+

(
n

n

)
yn =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

Interpretacja symboli Newtona:

warto±¢
(
n
k

)
jest równa liczbie k-elementowych podzbiorów zbioru

n-elementowego dla 1 ≤ k ≤ n. Ponadto przyjmujemy
(
n
0

)
= 1.

Korzystaj¡c z tej interpretacji lub stosuj¡c metod¦ indukcji matematycznej
uzasadniamy, »e(

n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
dla n, k ∈ N, n ≥ k ≥ 0,

gdzie 0! = 1, n! = 1 · 2 · · · · · n, dla n ≥ 1

Wybrane wªasno±ci symboli Newtona:



1. Trójk¡t Pascala
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Wypeªnianie trójk¡ta Pascala mo»na przeprowadzi¢ korzystaj¡c z zale»no±ci(
n+ 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)

2. Przykªad:(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= (1 + 1)n = 2n(

n

0

)
−

(
n

1

)
+

(
n

2

)
−

(
n

3

)
+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= (1− 1)n = 0

Okre±lenie pot¦gi ax, gdzie a > 1 i x ∈ R.



Def.

1. Dla x = n ∈ N okre±lamy indukcyjnie: a0 = 1, an+1 = a · an.
2. Dla x = 1

n
, gdzie n ̸= 0 ∈ N okre±lamy nast¦puj¡co:

a
1
n = sup{y > 0 : yn ≤ a}.

3. Niech 0 < x ∈ Q. Wtedy x = m
n
i a

m
n =

(
a

1
n

)m

.

4. Niech 0 < x ∈ R. Wtedy ax = sup{am
n : 0 < m

n
< x}.

Uzupeªnienie, dalej okre±lamy:

1. 1x = 1 dla x ≥ 0

2. ax = 1/(1/a)x dla 0 < a < 1 oraz x > 0

3. ax = 1/a−x dla a > 0 oraz x < 0

4. a0 = 1 dla 0 < a

5. ax+y = axay dla 0 < a oraz x, y ∈ R
6. (ax)y = axy dla 0 < a oraz x, y ∈ R

Monotoniczno±¢ pot¦gi: Niech a > 1 i niech 0 < x1 < x2. Wtedy ax1 < ax2 .

Ci¡gi i granice

3. Ci¡giem nazywamy funkcj¦ f : N → R; stosujemy oznaczenie an = f(n).

4. Def: lim
n→∞

an = g, je±li

(L)
(∧

ϵ > 0
)(∨

N ∈ N
)(∧

n > N
)

(|an − g| < ϵ).

Mówimy, »e ci¡g jest zbie»ny do g; w skrócie piszemy an −→
n→∞

g

5. Przykªad: Je±li (
∧

n ∈ N)(an = c), to lim
n→∞

an = c.

6. Przykªad: lim
n→∞

1
n+1

= 0.

7. Przykªad: lim
n→∞

n+2
n+1

= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1

)
= · · · = 1.



8. Warunek Cauchy'ego. Mówimy, »e ci¡g (an) speªnia warunek
Cauchy'ego, je±li

(C) (
∧

ϵ > 0)(
∨

N ∈ N)(
∧

n,m > N) (|an − am| < ϵ).

9. Tw. Je»eli ci¡g liczb rzeczywistych (an) jest zbie»ny, lim
n→∞

an = g, to

speªnia on warunek Cauchy'ego.
Uzasadnienie. Niech ϵ > 0. Dla ϵ/2 zgodnie z warunkiem (L) znajdujemy N
takie, »e |an − g| < ϵ/2 dla n > N . Wtedy dla dowolnych n,m > N mamy

|an − am| = |(an − g) + (g − am)| ≤ |an − g|+ |am − g| < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

W ten sposób dla dowolnie wybranego ϵ > 0 znale¹li±my N takie, »e dla
n,m > N speªniona jest nierówno±¢ w warunku (C), to oznacza, »e
warunek Cauchy'ego jest speªniony.

Uwaga. Dla ci¡gów liczb rzeczywistych prawdziwe jest równie» twierdzenie
odwrotne: je»eli ci¡g (an) speªnia warunek Cauchy'ego, to ci¡g (an) jest
zbie»ny, tzn. lim

n→∞
an = g dla pewnego g ∈ R.

10. Przykªad: Ci¡g an = (−1)n nie ma granicy, mówimy, »e jest rozbie»ny:

Uzasadnienie. Nie wprost (a.c.), zaªó»my, »e ci¡g ma granic¦ g. Wtedy
np. dla ϵ = 1

2
istnieje takie N , »e an ∈ (g − ϵ, g + ϵ) = (g − 1

2
, g + 1

2
) dla

n > N . Wybierzmy n0 > N . Wtedy 2n0, 2n0 + 1 > N , wi¦c

|a2n0 − a2n0+1| = |(a2n0 − g) + (g − a2n0+1)| ≤ |(a2n0 − g)|+

|(a2n0+1 − g| ≤ 1

2
+

1

2
= 1.

Z drugiej strony

|a2n0 − a2n0+1| = |1− (−1)| = 2,



uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci twierdzenia.

Wªasno±ci granicy

11. Tw. (O jednoznaczno±ci poj¦cia granicy) Je±li lim
n→∞

an = g1 oraz

lim
n→∞

an = g2, to g1 = g2.

Uzasadnienie. Zaªó»my nie wprost (a.c.), »e g1 ̸= g2. Wybierzmy
0 < ϵ < 1

2
|g1 − g2|. Wtedy odcinki I1 = (g1 − ϵ, g1 + ϵ) i I2 = (g2 − ϵ, g2 + ϵ)

s¡ rozª¡czne. Ponadto z okre±lenia granicy wynika, »e istniej¡ N1 (w
przypadku g1) i N2 (w przypadku g2) takie, »e an ∈ I1 dla n > N1 oraz
an ∈ I2 dla n > N2. St¡d an ∈ (I1 ∩ I2) dla n > N = max(N1, N2), co jest
niemo»liwe, bo I1 ∩ I2 = ∅. Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci
twierdzenia.

12. Tw. (o operacjach arytmetycznych na ci¡gach zbie»nych). Niech ci¡gi
{an} i {bn} maj¡ granic¦ wªa±ciw¡, odpowiednio a = lim

n→∞
an i b = lim

n→∞
bn.

Wtedy

1. lim
n→∞

(an ± bn) = a± b

2. lim
n→∞

(an · bn) = a · b

3. je»eli b ̸= 0, to lim
n→∞

an
bn

= a
b

4. lim
n→∞

(an)
p = lim

n→∞
ap, gdzie p ∈ Z

5. je»eli a = lim
n→∞

an > 0, to lim
n→∞

k
√
an = a

1
k dla dowolnego k ∈ N

13. Tw. (o dwóch ci¡gach) Je»eli an ≤ bn dla n > n0 i lim
n→∞

an = a,

lim
n→∞

bn = b, to a ≤ b.

14. Tw. (O trzech ci¡gach). Zaªó»my, »e (
∧
n) (an ≤ bn ≤ cn) oraz

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = g. Wtedy lim
n→∞

bn = g.



15. Tw. Je»eli lim
n→∞

bn = 0, to lim
n→∞

|bn| = 0.

Uzasadnienie. Z okre±lenia granicy: dla ka»dego ϵ > 0 istnieje N takie, »e
|bn − 0| < ϵ dla n > N . Poniewa» |bn − 0| = |bn| = ||bn| − 0|, wtedy równie»
||bn| − 0| < ϵ dla n > N , co oznacza, »e lim

n→∞
|bn| = 0.

16. Tw. Je»eli lim
n→∞

|bn| = 0, to lim
n→∞

bn = 0.

Uzasadnienie. Poniewa» −|bn| ≤ bn ≤ |bn| dla n ∈ N, z twierdzenia o
trzech ci¡gach otrzymujemy »¡dan¡ tez¦.

17. Tw. Je»eli ci¡g {an} jest ograniczony i ci¡g bn → 0, to lim
n→∞

anbn = 0.

Uzasadnienie. Ci¡g (an) jest ograniczony, tzn. istnieje M > 0 takie, »e
|an| ≤ M dla n ∈ N. Wtedy

|anbn| ≤ M |bn|

−M |bn| ≤ anbn ≤ M |bn|

lim
n→∞

M |bn| = M · 0 = 0

St¡d na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach wynika »¡dana równo±¢.

18. Tw. Je±li 0 < a, to lim
n→∞

n
√
a = 1.

Uzasadnienie. Niech a > 0 i niech n
√
a = 1 + xn. Wtedy xn ≥ 0 i

a = (1 + xn)
n = 1 +

(
n
1

)
xn +

(
n
2

)
x2
n + · · ·+

(
n
n

)
xn
n ≥ 1 +

(
n
1

)
xn. St¡d



0 ≤ xn ≤ a−1
n
. Z ostatniej nierówno±ci wynika, »e lim

n→∞
xn = 0.

19. Tw. lim
n→∞

n
√
n = 1.

Uzasadnienie. Niech n
√
n = 1 + xn. Wtedy xn ≥ 0 i

n = (1 + xn)
n = 1 +

(
n
1

)
xn +

(
n
2

)
x2
n + · · ·+

(
n
n

)
xn
n ≥ 1 +

(
n
2

)
x2
n. St¡d x2

n ≤ 2
n
,

co daje 0 ≤ xn ≤
√

2
n
. Z ostatniej nierówno±ci wynika, »e lim

n→∞
xn = 0.

20. Przykªad: lim
n→∞

n
√
3n + 5n = lim

n→∞
n

√
5n((3

n

5n
) + 1) = lim

n→∞
5 n

√
3n

5n
+ 1 = 5


