Wazne nieré6wnosci

1. Dla wartosci bezwzgledne]

o a, jeslia >0
al =
—a, jeslia <O.

Wtlasnosci

o Jeslia < |b|i—a<|b, to|a] < bl
Uzasadnienie a. przypadek a > 0: |a] = a < |b|
b. przypadek a < 0: |a| = —a < |b)
w obu przypadkach zadana nier6wnos¢ jest prawdziwa.

o Nlz+yl <lz[+]yl

Z‘?y

Uzasadnienie
v < zf, y < |yl —z < |z|, —y < |y|
z+y < |z[ + |y —(z +y) < x| + [y

|z +y| < x|+ |y

o Allzl =1yl <z -yl
Y

Uzasadnienie
lz|=|r—y+vy| <|r—y|+|y|, zamiana z nay
2] — |yl < |z —y| ly| — |z| < |z —y|

2] = Jy|| < |z —y|
2. Dla dowolnych z,y € R zachodzi
1, 2
2yl < S(@” +y7)
Uzasadnienie

1 1 1
5@ +7) = leyl = S (1P + [yP) = eyl = (el = ly)* = 0.



Nieré6wnosé Bernoulliego

/\ /\ (14+2)">14+nx

rz>—1 neN
Uzasadnienie
-dlan=1:L=01+a2)'=142, P=1+x,czyli L=P

- zaktadamy, ze nierowno$¢ jest prawdziwa dla n;
rozwazamy nierownos¢ dla n + 1: na poczatku zauwazamy, ze

L=00+2)""=0+2)1+2)"
Poniewaz 1+ x > 0, z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
A+z)1+2)">0+z)1+nz)=1+n+Dz+nz®>>1+n+1)ax=P

W ten sposéb L > P, wiec na mocy zasady indukcji matematycznej
nieré6wnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich n € N.

Nieré6wnosci dla funkcji trygonometrycznych
(*) sinz<z<tgzx
dla 0 <z < 7. Uzasadnienie:

pole AOAB =10A-BD =14 -1-siny = 1z

T

pole wycinka kota OAB = £ -7 -1? =

|

Poniewaz
pole AOAB < pole wycinka kota OAB < pole AOAC,

zachodza nieréwnosci

sine <z <tgax



3.

Niero6wno$é Cauchy’ego (-Schwarza-Buniakowskiego

Dla dowolnych liczb xq, 25, ..., 2, 1 y1,92, ..., Y, zachodzi

|z1y1 + Toyo + -+ -+ Tpyn| < \/x%+x§+~-+x%\/y%+y§+~~+y§
Rownosé w tej nierownoséci ma miejsce tylko wtedy, gdy istnieje liczba
A € R taka, ze 1 = A\yy, T2 = Ay, ..., Ty, = Ay,

Uzasadnienie.

Rozpatrujemy funkcje
f(z) = (21 —12)* + (22 — y22)* + -+ + (2, — yn2)?, 2 € R. Po
rozwinieciu otrzymujemy

f(2) = Az2 + 2Bz + C, z € R, gdzie
A=yi+ys + - +yp, B=—(21y1 +z2y2 + - + T0¥n),

C=a+a5+ - +a2,

tzn. f(z) jest trojmianem kwadratowym. Z okreslenia wynika, ze
f(z) > 0dla z € R, co ma miejsce tylko wtedy, gdy wyroznik



A =4B? — 4AC < 0. Po rozwinieciu otrzymujemy

0> A =4(z1y1 + Tayo + - + TnYn)’—
A3 +as -+ +al)(yr +ys + Yl

Stad natychmiast otrzymujemy zadang nier6wnosc.

Roéwnosé w nieréwnosci oznacza, ze A = 0, czyli réwnanie kwadratowe
f(2) = 0 ma dokladnie jedno rozwiazanie z = A, czyli

0=f(\) = (21— Ay1)* + (w2 — M\p)? + - + (20 — ),
Stad wynika, ze

O=a21 —Ay1 = T2 — ANya = - -+ = T, — A\Yp.

Uzupelnienia

Dwumian Newtona

(z+y)" = (g) a" + (T) "y + (Z) "yt 4 (Z) T (

Interpretacja symboli Newtona:

wartosé (Z) jest réwna liczbie k-elementowych podzbioréw zbioru
n-elementowego dla 1 < k < n. Ponadto przyjmujemy (8) =1

Korzystajac z tej interpretacji lub stosujac metode indukeji matematycznej
uzasadniamy, ze

n n!
— " dlank > k>
<k) (n— g R E N2 k=0

gdzieOl=1,n!l=1-2----. n, dlan>1

Wybrane wtasnoéci symboli Newtona:



1. Trojkat Pascala

1
(o) ()
(o) ;) ()
(o) () () (s)
(o) () () (5) (s
(o) ;) () (5) (3 (5)
| =
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Wypelnianie trojkata Pascala mozna przeprowadzi¢ korzystajac z zaleznosci
n+1\ (n + n
k - \k k—1
2. Przyktad:
n n n n n
e =(1+1)"=2"
(0)+ ()= ()« (5) = (1) e
n n n n n
— — cee 4 (=17 =(1-1)"=
(0)= ()= () = (5) = () momm =

Okreslenie potegi a*, gdzie a > 11 x € R.



Def.
1. Dla = n € N okre§lamy indukcyjnie: a° = 1, a"*! = a - a™.
2. Dla x = %, gdzie n # 0 € N okre$lamy nastepujaco:
an = sup{y > 0:y" < a}.
3. Niech 0 <z € Q. Wtedy z = "1 an = <a%>m.
4. Niech 0 < z € R. Wtedy a® =sup{a» : 0 < 2 < z}.
Uzupelnienie, dalej okreslamy:
1.1 =1dlaxz >0
2.a°=1/(1/a)*dla0<a < 1oraz x >0
3.a*=1/a"" dlaa >0 oraz z <0
4. a°=1dla0<a
5. a*tY =a%a¥ dla 0 < a oraz x,y € R
6. (a®) =a" dla0 < aorazz,y €R

Monotoniczno$é potegi: Niech a > 1 i niech 0 < 1 < x5. Wtedy a™ < a™.
Ciagi i granice
3. Ciagiem nazywamy funkcje f : N — R; stosujemy oznaczenie a,, = f(n).

4. Def: lim a, = g, jesli
n—oo

(L) (/\e> o) <\/N6N> (/\n>N) (Jan — g| < €).

Mowimy, ze ciag jest zbiezny do g; w skrocie piszemy a,, — ¢
n— oo

5. Przyktad: Jesli (An € N)(a, = ¢), to lim a, = c.

n—oo

6. Przyktad: lim - = 0.

n—oo M1

7. Przyklad: lim 242 = lim (1 + %H) = =1

n—oo M1 n—00
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=]

ar

a
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8. Warunek Cauchy’ego. Mowimy, ze ciag (a,) spetnia warunek
Cauchy’ego, jesli

©) (Ne>0(\/NeN)(\n.m>N) (|lan - an| <e).

9. Tw. Jezeli ciag liczb rzeczywistych (a,) jest zbiezny, lim a, = g, to
n—oo
spetnia on warunek Cauchy’ego.

Uzasadnienie. Niech € > 0. Dla €/2 zgodnie z warunkiem (L) znajdujemy N
takie, ze |a, — g| < €/2 dla n > N. Wtedy dla dowolnych n,m > N mamy

|an = am| = [(an = 9) + (9 = am)| < lan — gl + |am —g| <€/2+¢/2 =€

W ten sposob dla dowolnie wybranego € > 0 znalezliSmy N takie, ze dla
n,m > N spelniona jest nierownos¢ w warunku (C'), to oznacza, ze
warunek Cauchy’ego jest spelniony.

Uwaga. Dla ciaggéw liczb rzeczywistych prawdziwe jest rowniez twierdzenie
odwrotne: jezeli ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego, to ciag (a,) jest
zbiezny, tzn. lim a, = g dla pewnego g € R.

n—oo

10. Przyktad: Ciag a, = (—1)" nie ma granicy, mowimy, ze jest rozbiezny:

Uzasadnienie. Nie wprost (a.c.), zal6zmy, ze ciag ma granice g. Wtedy
np. dla e = § istnieje takie N, ze a,, € (g —€,9+€) = (g — 3,9+ 3) dla
n > N. Wybierzmy ng > N. Wtedy 2ng, 2no+ 1 > N, wiec

|a2ny — G2ngr1| = [(@2ny — 9) + (9 — 2ne41)| < |(a2n, — 9)|+
1 1

[(azno+1 — 9] < sts=1

7 drugiej strony

|a2ne — Gong41] = |1 — (=1)] = 2,




uzyskana sprzecznos¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia.
Wlasnoéci granicy

11. Tw. (O jednoznacznosci pojecia granicy) Jesli lim a, = g; oraz
n—oo

lim a, = gz, to g1 = ga.

n—0o0

Uzasadnienie. Zal6zmy nie wprost (a.c.), ze g1 # go. Wybierzmy

D<e< %|gl — go|. Wtedy odcinki Iy = (g1 —€,91 +€) i I = (g2 — €,92 + €)
sa roztaczne. Ponadto z okreslenia granicy wynika, ze istnieja Ny (w
przypadku g1) i Ny (w przypadku g) takie, ze a,, € I, dla n > N oraz

a, € Iy dlan > N,. Stad a, € (I; N I3) dlan > N = max(Ny, N2), co jest
niemozliwe, bo I; N I, = (). Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi prawdziwosci
twierdzenia.

12. Tw. (o operacjach arytmetycznych na ciagach zbieznych). Niech ciagi
{a,} i {b,} maja granice wlasciwa, odpowiednio a = lim a, i b = lim b,.

n— o0 n— 00
Wtedy

1. lim (a, +b,) =a=+b

n—oo
2. lim (a,-b,)=a-b

n—0o0
3. jezeli b # 0, to lim = = ¢

n—oo "

4. lim (a,)? = lim a”, gdzie p € Z
n—oo n—o0

5. jezeli a = lim a, > 0, to lim ¥a, = ar dla dowolnego k € N

n—oo n—oo
13. Tw. (o dwoch ciagach) Jezeli a, < b, dlan > nyi lim a, = a,
n—oo
lim b, =b, to a <b.

n—o0

14. Tw. (O trzech ciagach). Zalozmy, ze (A n) (a, < b, < ¢,) oraz

lim a, = lim ¢, = g. Wtedy lim b, = g.
n—oo n—oo n—oo



15. Tw. Jezeli lim b, =0, to lim |b,| = 0.
n—oo

n—oQ

Uzasadnienie. 7 okreglenia granicy: dla kazdego € > 0 istnieje N takie, ze
b, — 0] < e dlan > N. Poniewaz |b, — 0] = |b,| = ||b,| — 0|, wtedy rowniez
|bn] — 0] < e dlan > N, co oznacza, ze lim |b,| = 0.

n—oo

16. Tw. Jezeli lim |b,| =0, to lim b, = 0.
n—oo n—oo

Uzasadnienie. Poniewaz —|b,| < b, < |b,| dla n € N, z twierdzenia o
trzech ciggach otrzymujemy zadana teze.

17. Tw. Jezeli ciag {a,} jest ograniczony i ciag b, — 0, to lim a,b, = 0.

n—o0

Uzasadnienie. Ciag (a,) jest ograniczony, tzn. istnieje M > 0 takie, ze
la,| < M dlan € N. Wtedy

|anbn| < M|b,|
—M|by| < anb, < M|b,|
lim M|b,| =M -0=0

n—o0

Stad na mocy twierdzenia o trzech ciagach wynika zadana réwnosc.

18. Tw. Jesli 0 < a, to lim {/a = 1.

n—o0

Uzasadnienie. Niech a > 0 i niech Va =1+ x,. Wtedy x,, > 01
a=1+z,)" =1+ Do+ G2+ + (1)ar > 14 (})z,. Stad



0 <z, < %=. 7 ostatniej nierébwnosci wynika, ze lim z, = 0.
n— oo

19. Tw. lim ¢/n=1.

n—oo

Uzasadnienie. Niech {/n =1+ z,. Wtedy z,, > 01i
=(l4z,)" =1+ D, + (Ha2+-+ (Dar > 1+ (5)a2. Stad 22 < 2,

codaje 0 <z, < \/7 7 ostatniej nierownosci wynika, ze lim x,, = 0.
n—oo

20. Przyklad: lim Y37 4+5% = lim {/57((22) 4+ 1) = lim 5¢/2 +1 =
n—00 n—00



