
Wykªad 3. Kresy zbiorów. Ci¡gi liczbowe.

Uzupeªnienia:

1. Warto±¢ bezwzgl¦dna

|a| =

{
a, je±li a ≥ 0

−a, je±li a < 0.

Wªasno±ci

� Je±li a ≤ |b| i −a ≤ |b|, to |a| ≤ |b|.
Uzasadnienie a. przypadek a ≥ 0: |a| = a ≤ |b|
b. przypadek a < 0: |a| = −a ≤ |b|
w obu przypadkach »¡dana nierówno±¢ jest prawdziwa.

�

∧
x,y

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

Uzasadnienie

x ≤ |x|, y ≤ |y| −x ≤ |x|, −y ≤ |y|
x+ y ≤ |x|+ |y| −(x+ y) ≤ |x|+ |y|

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

x ≤ |x|, y ≤ |y| −x ≤ |x|, −y ≤ |y|
x+ y ≤ |x|+ |y| −(x+ y) ≤ |x|+ |y|

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

�

∧
x,y

||x| − |y|| ≤ |x− y|

Uzasadnienie

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y|, zamiana x na y
|x| − |y| ≤ |x− y| |y| − |x| ≤ |x− y|

||x| − |y|| ≤ |x− y|

�

∧
x,y

||x| − |y|| ≤ |x− y|

Uzasadnienie

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y|, zamiana x na y
|x| − |y| ≤ |x− y| |y| − |x| ≤ |x− y|

||x| − |y|| ≤ |x− y|
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2. Kresy zbiorów.

Niech A ̸= ∅, b¦dzie ograniczony, tzn. istniej¡ liczby m,M ∈ R, take, »e
m ≤ a ≤ M dla ka»dego a ∈ A. Okre±lamy

� zbiór Ǎ liczb ǎ ograniczaj¡cych zbiór A od doªu: Ǎ = {ǎ :
∧
a

a ∈ A ⇒

ǎ ≤ a} ∪ {−∞}

� zbiór Â liczb â ograniczaj¡cych zbiór A od doªu: Â = {â :
∧
a

a ∈ A ⇒

a ≤ â} ∪ {∞}

Z zasady zupeªno±ci wynika, »e w zbiorze Ǎ jest element najwi¦kszymax Ǎ ∈
Ǎ, a w zbiorze Â jest element najmnieszy min Â ∈ Â. Te liczby sªu»¡ do
okre±lenia kresów zbioru A:

� kres dolny: inf A = max Ǎ

� kres górny: supA = min Â.

Z okre±lenia kresów wynika, »e

�

∧
a∈A

inf A ≤ a ≤ supA

Przykªad

Niech A = [0, 2]. Wtedy

Ǎ = (−∞, 0] ∪ {−∞}, Â = [2,∞) ∪ {∞}

max Ǎ = inf A = 0, min Â = supA = 2.

Przykªad

Niech A = (0, 2). Wtedy

Ǎ = (−∞, 0] ∪ {−∞}, Â = [2,∞) ∪ {∞}

max Ǎ = inf A = 0, min Â = supA = 2.

Przykªad

Zbiór liczb naturalnych N jest nieograniczony od góry (N̂ = {∞} i supN =
∞).
Uzasadnienie
Dowód nie wprost (a.c.), zakªadamy przeciwnie, »e zbiór N jest ograniczony
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od góry. Niech c = supN. Wtedy liczba c − 1 (jako mniejsza od c) nie jest
liczb¡ ograniczaj¡c¡ zbiór N od góry, wi¦c istnieje liczba naturalna n0 ∈ N
taka, »e c− 1 < n0. Poniewa» wtedy c < n0+1 i n0+1 ∈ N, c nie jest liczb¡
ograniczaj¡c¡ zbiór N od góry. Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci
twierdzenia.

Wniosek: (
∧

x ∈ R)(x > 0) ⇒ (
∨

n ∈ N)
(
0 < 1

n
< x

)
.

Wniosek. Niech A = { 1
n
: n ∈ N}. Wtedy Ǎ = (−∞, 0] i inf(A) = 0.

Przykªad.

Niech A = {2−n : n ∈ N}. Wtedy inf A = 0 i supA = 1.
Uzasadnienie.

� supA: 1 = 20 > 2−n dla n ≥ 1;

� inf A: zaczniemy od udowodnienia indukcyjnie nierówno±ci

2−n <
1

n

dla n ≥ 2, jest to nasza teza T (n).

1. T (2): L = 2−2 = 1
4
, P = 1

2
, widzimy, »e L < P ,

2. dowodzimy, »e T (n) ⇒ T (n+ 1):

L = 2−(n+1) =
1

2
2−n ≤ 1

2
· 1
n
, P =

1

n+ 1
,

widzimy, »e L < P .

Na mocy zasady indukcji nasza teza T (n) jest prawdziwa dla ka»dego natu-
ralnego n ≥ 2.

St¡d (
∧

x ∈ R)(x > 0) ⇒ (
∨
n ∈ N)

(
0 < 2−n < 1

n
< x

)
, co oznacza, »e

inf({2−n : n ∈ N}) = 0.

Ci¡gi i granice

1. Ci¡giem nazywamy funkcj¦ f : N → R; stosujemy oznaczenie an = f(n).

2. Def. granicy ci¡gu: lim
n→∞

an = g, je±li

(L) (
∧

ϵ > 0)(
∨

N ∈ N)(
∧

n > N) (|an − g| < ϵ).
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Mówimy, »e ci¡g jest zbie»ny do g; w skrócie piszemy an −→
n→∞

g

3. Przykªad: Je±li (
∧

n ∈ N)(an = c), to lim
n→∞

an = c. Uzasadnienie: rozpa-

trzmy dowolnie wybrany ϵ > 0, w przedziale (c−ϵ, c+ϵ) s¡ wszystkie wyrazy
ci¡gu {an}.

4. Przykªad: lim
n→∞

1
n+1

= 0. Uzasadnienie: rozpatrzmy dowolnie wybrany

ϵ > 0, wtedy dla wszystkich naturalnych n speªniaj¡cych nierówno±¢ n > 1
ϵ
,

zachodzi 1
n+1

∈ (0− ϵ, 0 + ϵ).

5. Przykªad: lim
n→∞

n+2
n+1

= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1

)
= · · · = 1. Uzasadnienie: rozpa-

trzmy dowolnie wybrany ϵ > 0, wtedy dla wszystkich naturalnych n speªni-
aj¡cych nierówno±¢ n > 1

ϵ
, zachodzi 1 + 1

n+1
∈ (1− ϵ, 1 + ϵ).

Rys. Ci¡g an = 1 + 1
n+1

, granica g = 1, ϵ = 0.1.

6. Warunek Cauchy'ego. Mówimy, »e ci¡g (an) speªnia warunek Cauchy'ego,
je±li

(C) (
∧

ϵ > 0)(
∨

N ∈ N)(
∧

n,m > N) (|an − am| < ϵ).

7. Tw. Je»eli ci¡g liczb rzeczywistych (an) jest zbie»ny, lim
n

an = g, to

speªnia on warunek Cauchy'ego.
Uzasadnienie. Niech ϵ > 0. Dla ϵ/2 zgodnie z warunkiem (L) znajdujemy N
takie, »e |an − g| < ϵ/2 dla n > N . Wtedy dla dowolnych n,m > N mamy

|an − am| = |(an − g) + (g − am)| ≤ |an − g|+ |am − g| < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

W ten sposób dla dowolnie wybranego ϵ > 0 znale¹li±my N takie, »e dla
n,m > N speªniona jest nierówno±¢ w warunku (C), to oznacza, »e warunek
Cauchy'ego jest speªniony.
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Uwaga. Dla ci¡gów liczb rzeczywistych prawdziwe jest równie» twierdzenie
odwrotne: je»eli ci¡g (an) speªnia warunek Cauchy'ego, to ci¡g (an) jest
zbie»ny, tzn. lim

n
an = g dla pewnego g ∈ R.

8. Przykªad: Ci¡g an = (−1)n nie ma granicy, mówimy, »e jest rozbie»ny:

Uzasadnienie. Nie wprost (a.c.), zaªó»my, »e ci¡g ma granic¦ g. Wtedy np.
dla ϵ = 1

2
istnieje takie N , »e an ∈ (g − ϵ, g + ϵ) = (g − 1

2
, g + 1

2
) dla n > N .

Wybierzmy n0 > N . Wtedy 2n0, 2n0 + 1 > N , wi¦c

|a2n0 − a2n0+1| = |(a2n0 − g) + (g − a2n0+1)| ≤ |(a2n0 − g)|+

|(a2n0+1 − g| ≤ 1

2
+

1

2
= 1.

Z drugiej strony

|a2n0 − a2n0+1| = |1− (−1)| = 2,

uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci twierdzenia.

Wªasno±ci granicy

9. Tw. (O jednoznaczno±ci poj¦cia granicy) Je±li lim
n

an = g1 oraz lim
n

an =

g2, to g1 = g2.

Uzasadnienie. Zaªó»my nie wprost (a.c.), »e g1 ̸= g2. Wybierzmy 0 < ϵ <
1
2
|g1 − g2|. Wtedy odcinki I1 = (g1 − ϵ, g1 + ϵ) i I2 = (g2 − ϵ, g2 + ϵ) s¡

rozª¡czne. Ponadto z okre±lenia granicy wynika, »e istniej¡ N1 (w przypadku
g1) i N2 (w przypadku g2) takie, »e an ∈ I1 dla n > N1 oraz an ∈ I2 dla
n > N2. St¡d an ∈ (I1 ∩ I2) dla n > N = max(N1, N2), co jest niemo»liwe,
bo I1 ∩ I2 = ∅. Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci twierdzenia.

10. Tw. (o operacjach arytmetycznych na ci¡gach zbie»nych). Niech ci¡gi
{an} i {bn} maj¡ granic¦ wªa±ciw¡, odpowiednio a = lim

n
an i b = lim

n
bn.

Wtedy

1. lim
n

(an ± bn) = a± b

2. lim
n

(an · bn) = a · b

3. je»eli b ̸= 0, to lim
n

an
bn

= a
b
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4. lim
n

(an)
p = lim

n
ap, gdzie p ∈ Z

5. je»eli a = lim
n

an > 0, to lim
n

k
√
an = a

1
k dla dowolnego k ∈ N

11. Tw. (o dwóch ci¡gach) Je»eli an ≤ bn dla n > n0 i lim
n

an = a, lim
n

bn = b,

to a ≤ b.
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