Ciagi monotoniczne

1. Def. Ciag (a,) jest niemalejacy, jesli a; < as <az3<---<a, <...

2. Def. Ciag (a,) jest rosnacy, jesli a1 < as <az < -+ <a, <...
3. Def. Ciag (a,) jest nierosnacy, jesli a; > as > a3 > - >a, > ...
4. Def. Ciag (a,) jest malejacy, jesli a3 > ag > a3 > -+ >a, > ...

5. Tw. (o istnieniu granicy ciagu monotonicznego i ograniczonego) Jezeli
ciag {a,} jest niemalejacy dla n > ng i ograniczony 7 gory, to ma granice.
Podobnie, jezeli ciag {a,} jest nierosnacy dla n > ng i ograniczony z dotu,
to ma granice.

6. Ciagi rozbiezne do nieskonczonoéci, granica niewtasciwa

7. Def. lim a, = oo, jesti (ANC e R)(V N e N)(An> N) (C < ay)

8. Def. lim a, = —o0, jesti (ANC € R)(V N € N)(An > N) (a, < C)

n—oo

Podciagi

9. Def. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych i niech
ny <ng <ng<---<ng<... bedzie ciaggiem liczb naturalnych. Wtedy
ciag (bg), by = an,, k =1,2,3,... jest podciagiem ciagu (a,).

10. (Granica podciggu) Tw. Jesli lim a, = g oraz ny <ny < ..., to

n—oQ
lim a,, =g¢
k—o0

11. Wniosek. Ciag, z ktérego mozna wybraé¢ dwa podciagi z ré6znymi
granicami (wlasciwymi lub niewlasciwymi), nie ma granicy.

12. Przyklad: a) lim (—1)""*2" - nie istnieje, b) lim sin %T - nie istnieje.
n—00 n—oo

13. Tw. Jesli (An € N)(a,, < b,) oraz lim a,, = oo, to lim b, = oo

n—oo n—oo

14. Zasady postepowania z nieskonczonosciami:



a®=0dla0+<a<1
o =0dla —co<b<0

a®=ocodlal<a<o
0. occb=00dla0<b< oo

l.lat+oo=0o0dla —oc0 <a < oo 2. |laroo=o0dlal<a<ox
3.]la—o0o=—o0dla—c0o<a<o0 |4 |a-co=-o0dla—-c0c<a<0
5. izOdla—oo<a<oo 6. &:oodla0<a§oo

7. 8.

9. 1

Wyrazenia nieoznaczone

00o—00 0-00 % 21 500 (0
o0

Uwaga. Wyrazenia w tabelkach sa symbolicznym zapisem odpowiednich
faktow, np.

1. 55 = oo oznacza, ze w przypadku, gdy lim a, =a, 0 < a < oo oraz
n—oo
lim b, =0, b, > 0 dla n > ng, zachodzi lim % = oco.

n—o00 n—o00 bn

2. zapis oo — o0 oznacza, ze w przypadku, gdy lim a, = oo i lim b, = oo,
n—oo n—oo
to zbieznos¢ ciagu a,, — b, musi by¢ badana inaczej, niz za pomoca

twierdzenia o granicy dwdoch ciagow.

15. Przyktad. Niech a € R bedzie ustalong liczba. Wtedy

00, a>1

. n 1, a=1
lim a" =

n—00 0, la| <1

nie istnieje, a < —1




16. Tw. (o dwoch ciagach) Jezeli ciagi {a,} i {b,} spelniaja warunki

1. a, <b, dla kazdego n > ng
2. lim a, = oo,
n—o0

to lim b,, = oco.
n—oo

17. Tw. Jezeli ciagi {a,} i {b,} spelniaja warunki

1. a, <b, dla kazdego n > nyg
2. lim b, = —o0,

to lim a, = —o0.
n—o0

18. Wazne granice ciagow
. n .
Liczba e: ¢, = (1 + l) , e= lim e,
n n—co
Uzasadnienie, ze granica istnieje

e ciag {e,} jest niemalejacy, sprawdzenie
o1 (1+ n+r1)n+1 1\ ((n+2n\""
1 12 _ 1\ 1 1 ntl
n (n+1)? n (n+1)?
1 n+1 1 1
=) (1- 2 Y= (1+-)(1- —1
(2 Cava) - (43) (=71)

a
Uwaga: nieréwno$¢ > zostala otrzymana w wyniku zastosowania

n+1
nier. Bernoulliego do wyrazenia (1 — ;> .

(n+1)?



e ciag {e,} jest ograniczony:

nk o (n—k)klnk Kl ok
13!(1—k;1> <1—k;2>...<1_i>
@ e (003) = () (3 B ()5

1) (n)l n! 1 1m—k+l)n—-k+2)(n—k+3)...n

1 1 1 1 1 1<
+ﬁ+i+§+.“+ﬁ+.“+a_

1 1 1
1+1+§+272+272+'”+2n71 <l+14+1=3

w przedostaniej nieréwnoéci skorzystaliémy z nieréwnoéci 27! < n/,
An>1.

Inne (réwnowazne) okreslenie liczby e:

oy 1 1 1 1 1
e—nl_{{.lo +ﬂ+5+§+'“+a

Uzasadnienie istnienia granicy powyzszej granicy. Przyjmujemy

IR 1
fo=ldgtgtgtoto

ciag {f.} jest niemalejacy (oczywiste)

ciag {f,} jest ograniczony: dowod jak dla e, (dwie ostatnie
nieréwnosci), f, <1+14+1=3



e zachodzi e, < f,, A.

n

Whniosek: istnieje granica f = nh_)nolo fnief
e dla podciagow {e,s} i {fni11} zachodza nier6wnosci
e =14+ 145 (L—5)+ oy (L= ) (L=251) o (L= 55) +
> (1+%+%+§+...+%+...+ﬁ> (1-2)" =
1
(=) for = [(1=38)" ] fn
e przechodzac do granicy otrzymujemy

Y
e= lim e,s > lim [(l—n%)n]nfnﬂzf

n—oo n—oo

Whiosek: e < fie> f, stad e = f, co nalezatlo udowodnic¢.

19. Przyktady:

a) lim % = oo, gdziea > 1, k €N

n—oo

) | lim a”—i:oo,gdziea>0
n—oo

o

o

) lim sint =0
n—00 n

d) | lim nsin% =1
n—oo

e) | lim (1+1)" =€ e=2.731... - stala matematyczna
n—oo

)| lim nln (1+ 1) =1, gdzie In(-) = log,(+)
n—oo

g | lim nlog, (1+ 1) =log, e, gdzie a > 0,a # 1

n—oo

Uzasadnienie

a) Niech a = 1+y, y > 0. Wtedy ze wzoru Newtona dla n > k otrzymujemy

n n n n
n _ 1 n:1 1 2 k+1 n>
a (1+vy) +(1)y +<2)y + —I—<k+1)y + -+ n Y

(k:l_1>yk’+1 _ (kil)l -yk+l .n(n— 1)(71— 2)...(n— /{)
Stad
a" 1 g nn=1(n=2)...(n—k)




Zauwazamy, ze

_ 1 nn—1)(n—-2)...(n—k)
1 I 5 o B _
nooe (k+ 1)1 Y nk

1 1 2
B S o A Y CIED B P A P
(k+1)! n—oo n n n
—_—

=C

stad wynika zadana granica.

b) Wybieramy ng takie, ze 2a < ng. Wtedy dla n > ng zachodzi

n! ngl nmog+1 ng+2 ng+3 n>n0! on—no
ar  a™ _ a a a < a — aw
VvV
n—no czynnikow
TZ()! _
lim — - 2" = o
n—oo M0

¢) Z nieréwnosci
(A) sinz <z <tgz
dla 0 < z < 7/2 wynika, ze

1 1
0<sgin — < —
n-n

dla n € N. Istnienie i warto$¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech
ciagach.

d) z nieréwnosci (A) mamy

1 R 1
cos — =4/1 —sin“— <nsin — < 1.
n n n

Istnienie i warto$¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciagach.

e) Pamietamy, 7e ciag e, = (1 + %)n ma nastepujace wtasnosci

1. e, jest niemalejacy
2. 1<e,<e, AneN

3. lime,=c¢
n—oo



Zastosujemy metode nie wprost (a contrario). Zakladamy, 7e istnieje € > 0
takie, ze dla nieskonczenie wielu n, wyrazy nln (1 + %) = Ine, lezy poza
przedziatem (1 — €, 1), tzn.

1
nln (1 + —) < 1 —¢, dla nieskonczenie wielu n € N
n
Stad
" l—e . . .
e,=114+—] <e ¢ dlanieskonczenie wielu n € N
n

Ostatnie stwierdzenie nie moze by¢ prawdziwe, bo ciag e, — e = el.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia.
g) Wystarczy zauwazy¢, ze

Inz
log, z = o = (Inz) - (log, €)

dla z > 0.

20. Korzystajac z definicji granicy wtasciwej ciagu uzasadnié, ze

VI 41
lim — =3
n—o00 n

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

® AV A von?+1

n
e>0 ng n>ng

3 < e

Zaczynamy od analizy wyrazenia w , tu celem jest znalezienie prostszego
wyrazenia szacujacego je od gory

|\/9n2+1_3‘ ‘\/9712—1— —3n 1
n

n(vIn? + 1+ 3n)

n

1 1 1
< < —
n(vVOn2 +1+3n) ~ n(3n+3n) ~ 6n

Niech teraz ¢ > 0. Dobieramy liczbe ng taka, ze

L <
— <e
6n3



np. mozna wzat ng = \/—16? + 1. Teraz zauwazamy, ze dla n > ng zachodza
nier6wnosci

1 1 >|\/9n2+1 ;

n

co dowodzi prawdziwosci zdania (3)).
21. Korzystajac z definicji granicy wlasciwej ciagu uzasadni¢, ze
nh_{go log, 115 =10

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

(4) /\\/ /\ ‘10gn+15—0 <€

e>0 ng n>ng

Niech teraz € > 0. Przechodzimy do wskazania liczby ny. Na wstepie
zauwazamy, ze dla n > ny zachodzi nier6wnosé

log,, .15 >1log, .15
Stad przyjmujac ng takie, ze

log, .19 =¢€, czyling= 5e— 1
otrzymujemy

€ =log, 415 > 10gn+15—0| :
co dowodzi prawdziwosci zdania (4.

22. Korzystajac z definicji granicy niewlasciwej ciagu uzasadnié, ze

1
lim

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

1
(5) /\\//\le_{l/g.

M ng n>ng

= —OQ.

Wystarczy rozpatrywaé¢ M < 0 (dlaczego?). Przechodzimy do wskazania
liczby ng. Na wstepie zauwazamy, ze dla n > ny zachodza nieréwnosci

3> /3> 1,



skad
1 1
<
1-/3 1- "3

Dalej przyjmujac ng takie, ze

1

— < M,
1— /3
czyli

1 M-1

W3<l—— =

Vs M
1

> e —
M—1
log, S

<

N

otrzymujemy

1 1
M > >1

1— "3 V3

dla n > ng, co dowodzi prawdziwosci zdania .

1 1 1 PN . .
Tt Tes T T e Udowodnié¢, ze nlgglo a, = 1.

d-d. Okreslamy pomocnicze ciagi

23. Niech a,, = +

Qn

n n
~ Ve T e

Zauwazamy, ze

1
lim o, = limLzlim—zl,

n—00 n—00 +/n3 +n n—o00 3/1 + %
podobnie lim 3, =1
N—00

n <a, <8 n
- a _
Vni+n - T Ui+l
Teraz wystarczy zastosowaé twierdzenie o trzech ciagach, skad otrzymujemy

lim a, = 1.
n—oo

Oy =



24. Niech a1 =2, a1 = /6 + a,,. Udowodnié, ze lim a, = 3.

n—oo

d-d. Spostrzezenie

e ciag {a,} jest niemalejacy.
Uzasadnienie: 2 = a1 < /6 + 2 = ay. Zakladamy, ze a,, < a,41.
Wtedy dla n + 1 mamy:

Anio2 — Gyt = \/6+ api1 — V6 +a, =
(\/6 + Ap1 — \/6 + an)(\/6 + an+1 + \/6 + an)
\/6 + apyr1 + \/6 + an
Apt1 — Qp >0
V6 +ani1 +vV6+a, —

Ostatnia nier6wnos¢ zachodzi na podstawie zalozenia indukeyjnego.
Teraz z zasady indukcji wynika teza naszego zadania.

e ciag {a,} jest ograniczony, 2 < a,, < 3 dla wszystkich n € N.
Uzasadnienie:
1. 2=a; <a, A\n, bo {a,} jest niemalejacy

2. zaktadamy, ze a, < 3, wtedy dla n + 1 zachodzi
ant1 = /6 + a, < 6+ 3 =3. Na mocy zasady indukcji a,, < 3
AneN

e poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy i ograniczony, posiada granice g
e wyznaczenie g:

9= lim apy = lim V6+a, =6+

G =6+9 g1=-2 =3

rozwiazanie ujemne odrzucamy, wiec g = 3

Ciagi - uzupelnienia



25. Definicja. 1. Punkt s € R nazywamy punktem skupienia ciagu (a,),
jesli

(A€ >0) w odcinku (s — €, s + €) znajduje si¢ nieskoriczenie wiele wyrazow
ciagu (an).

oo jest punktem skupienia ciggu (a,), jesli /\ A nieskoriczenie wiele
wyrazow ciagu (a,) spelnia nieréwnosé A < a,,

—o0 jest punktem skupienia ciagu (a,), jesli A\ A nieskonczenie wiele
wyrazow ciagu (a,) spelnia nieréwnosé a, < A

26. Niech S bedzie zbiorem punktow skupienia ciagu (a,). Okreslamy
granice:

granica dolna ciagu (a,): liminf a, = inf S
granica goérna ciagu (a,): limsupa, = sup S

27. Fakt. Ciag (a,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
liminf a,, = limsup a,,.

28. Twierdzenie (0 podciagu zbieznym do punktu skupienia)
Jezeli s € R jest punktem skupienia ciagu (a,), to istnieje podciag
(an,) C (a,) zbiezny do s, tzn. s = klim A, -

— 00

Uzasadnienie:

1. przyjmujemy e = 1: sposrod nieskonczenie wielu wyrazow ciagu (a,,)
zawartych w odcinku (s — €, s + €) wybieramy jeden, a,, (n; jest
indeksem tego wyrazu),

2. przyjmujemy € = 1/2: sposrod nieskoniczenie wielu wyrazow ciagu (ay,)
zawartych w odcinku (s — €, s + €) wybieramy jeden, a,, o indeksie
N9y > Ny,

3. przyjmujemy € = 1/3: sposrod nieskoriczenie wielu wyrazow ciagu (a,)
zawartych w odcinku (s — €, s + €) wybieramy jeden, a,, o indeksie
ns > Na,

kontynujemy ten proces, zgodnie z algorytmem, jesli wybraliSmy
wyraz a,, o indeksie nj; > ng_1, to w nastepnym kroku postepujemy
jak nastepuje



(k+1). przyjmujemy € = 1/(k + 1): sposrod nieskoriczenie wielu wyrazow
ciagu (a,) zawartych w odcinku (s — €, s + €) wybieramy jeden, a,,,, o
indeksie ngiq1 > ny,

W wyniku tej konstrukcji otrzymujemy podciag (ay, )
(ny <ng <---<ng <...). Ponadto zauwazamy, ze

s—1/k<a, <s+1/k
Przechodzac z k — oo, z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim a,, = s.
k—o0 Tk

29. Twierdzenie(Bolzano-Weierstrassa o ciagach ograniczonych)
Jezeli ciag {a,} jest ograniczony, to ma zbiezny podciag {by}, by = an,,
ny<ng<ng <---<np<....

Uzasadnienie. Ciag {a,} jest ograniczony, wiec jest przedzial [c;, d;] taki, ze
c1 < a, <di, An € N. Konstruujemy pomocniczy ciag przedzialow

{[cn, dn]} taki, ze [c1,d1] D [co,da] D [c3,d3] D -+ D [cn,dyp] D ... lub
rownowaznie ¢; < g <3< - <¢, <---<d, <---<ds<dy <ds.

[ca, ds]: niech s = (¢ 4+ dy)/2 (Srodek przedziatu [eq, d;]), wtedy
przynajmniej jeden z przedzialow [c1, s] lub [s, d;] zawiera nieskoriczenie
wiele wyrazow ciagu {a,}.

Przyjmujemy

cy = ¢, dy = s, jezeli [c1, s| zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow ciggu {a,},
co = 8, dy = dy, jezeli [c1, s] zawiera tylko skonczenie wiele wyrazow ciagu

{an}-

Podsumowanie
1
L.y <y <dy < dy, |dy — o] = 3]dy —
2. [e9, ds] zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {a,}

[c3,d3]: powtarzamy konstrukcje, niech s = (¢y + d3)/2 ($rodek przedziatu
[c2, ds]), wtedy przynajmniej jeden z przedzialow [co, s] lub [s, dy] zawiera
nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.

Przyjmujemy

c3 = Co, d3 = s, jezeli [co, 8] zawiera nieskonczenie wiele wyrazéow ciagu {a,},



c3 = s, d3 = dg, jezeli [co, | zawiera tylko skonczenie wiele wyrazow ciagu

{an}-

Podsumowanie
Loy <y <y <dy<dy <dy, |ds — 3| = §|dy — 2| = g|dy — 1],

2. [e3,d3] zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {a,}

jezeli juz skonstruowalismy przedzial [c,, d,], to przechodzimy do
konstrukcji przedziatu [c, 1, dyi1]

[Cni1, dpy1]: powtarzamy konstrukcje, niech s = (¢, + d,,)/2 ($rodek
przedziatu [c,, d,]), wtedy przynajmniej jeden z przedziatow [c,, s] lub
[s,d,| zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {a, }

Przyjmujemy

Cni1l = Cn, dpy1 = 8, jezeli [c,, s] zawiera nieskonczenie wiele wyrazow ciagu
{an}a

Cni1 = S, A1 = dy, jezeli [c,, s] zawiera tylko skonczenie wiele wyrazow
ciagu {a,}.

Podsumowanie

lLLag<e<es< - <y <cpp1 Sdpp1 <dp, <+ <ds < dy < dy,

2. |dn+1 — Cn+1| = %|dn — Cn| = % d1 — Cl|,

3. [eni1, dpy1] zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu {a,}

Whiosek. Ciggi {c,} i {d,} sq monotoniczne, ograniczone, wiec zbiezne.
Ponadto lim |d,, — ¢,| = lim ziv|dy — 1| = 0. Sted
n— o0 n—o0

lim ¢, = lim d, = g, dla pewnego g € [c1,dy].
n—oo n—oo

Przechodzimy do konstrukeji zbieznego podciagu {b,} ciagu {a,}.

by : przyjmujemy b; = aj, ny =1

by : w przedziale [ca, ds] jest nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.
Pozwala to wybra¢ element a,, € [co, ds] taki, ze n; < ng. Przyjmujemy
bg = Qpy-

bs : w przedziale [c3, d3] jest nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.



Pozwala to wybra¢ element a,, € [c3,d3] taki, ze n; < ng < ng.
Przyjmujemy bs = a,,.

jezeli wybraliSmy by, to przechodzimy do wyboru by zgodnie z algorytmem
bpr1: w przedziale [cgy1, di41] jest nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.
Pozwala to wybrac¢ element ay, ., € [cpt1, dps1] taki, ze
ny <ng < -+ < ny < ngpr. Przyjmujemy bgyq = ay,, -

Whiosek. Zauwazamy, ze ¢, < by < dip, Nk € N. Stad i z twierdzenia o

trzech ciggach wynika, zZe lim by = lim a,, = g.
k—o0 k—o0



