
Ci¡gi monotoniczne

1. Def. Ci¡g (an) jest niemalej¡cy, je±li a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an ≤ . . .

2. Def. Ci¡g (an) jest rosn¡cy, je±li a1 < a2 < a3 < · · · < an < . . .

3. Def. Ci¡g (an) jest nierosn¡cy, je±li a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ an ≥ . . .

4. Def. Ci¡g (an) jest malej¡cy, je±li a1 > a2 > a3 > · · · > an > . . .

5. Tw. (o istnieniu granicy ci¡gu monotonicznego i ograniczonego) Je»eli
ci¡g {an} jest niemalej¡cy dla n > n0 i ograniczony z góry, to ma granic¦.
Podobnie, je»eli ci¡g {an} jest nierosn¡cy dla n > n0 i ograniczony z doªu,
to ma granic¦.

6. Ci¡gi rozbie»ne do niesko«czono±ci, granica niewªa±ciwa

7. Def. lim
n→∞

an = ∞, je±ªi (
∧
C ∈ R)(

∨
N ∈ N)(

∧
n > N) (C < an)

8. Def. lim
n→∞

an = −∞, je±ªi (
∧
C ∈ R)(

∨
N ∈ N)(

∧
n > N) (an < C)

Podci¡gi

9. Def. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych i niech
n1 < n2 < n3 < · · · < nk < . . . b¦dzie ci¡giem liczb naturalnych. Wtedy
ci¡g (bk), bk = ank

, k = 1, 2, 3, . . . jest podci¡giem ci¡gu (an).

10. (Granica podci¡gu) Tw. Je±li lim
n→∞

an = g oraz n1 < n2 < . . . , to

lim
k→∞

ank
= g

11. Wniosek. Ci¡g, z którego mo»na wybra¢ dwa podci¡gi z ró»nymi
granicami (wªa±ciwymi lub niewªa±ciwymi), nie ma granicy.

12. Przykªad: a) lim
n→∞

(−1)n
2+2n - nie istnieje, b) lim

n→∞
sin nπ

3
- nie istnieje.

13. Tw. Je±li (
∧

n ∈ N)(an ≤ bn) oraz lim
n→∞

an = ∞, to lim
n→∞

bn = ∞

14. Zasady post¦powania z niesko«czono±ciami:



1. a+∞ = ∞ dla −∞ < a ≤ ∞ 2. a · ∞ = ∞ dla 0 < a ≤ ∞
3. a−∞ = −∞ dla −∞ < a ≤ ∞ 4. a · ∞ = −∞ dla −∞ ≤ a < 0
5. a

∞ = 0 dla −∞ < a < ∞ 6. a
0+

= ∞ dla 0 < a ≤ ∞
7. a∞ = 0 dla 0+ ≤ a < 1 8. a∞ = ∞ dla 1 < a ≤ ∞
9. ∞b = 0 dla −∞ ≤ b < 0 10. ∞b = ∞ dla 0 < b ≤ ∞

Wyra»enia nieoznaczone

∞−∞ 0 · ∞ 0
0

∞
∞ 1∞ ∞0 00

Uwaga. Wyra»enia w tabelkach s¡ symbolicznym zapisem odpowiednich
faktów, np.

1. a
0+

= ∞ oznacza, »e w przypadku, gdy lim
n→∞

an = a, 0 < a ≤ ∞ oraz

lim
n→∞

bn = 0, bn ≥ 0 dla n > n0, zachodzi lim
n→∞

an
bn

= ∞.

2. zapis ∞−∞ oznacza, »e w przypadku, gdy lim
n→∞

an = ∞ i lim
n→∞

bn = ∞,

to zbie»no±¢ ci¡gu an − bn musi by¢ badana inaczej, ni» za pomoc¡
twierdzenia o granicy dwóch ci¡gów.

15. Przykªad. Niech a ∈ R b¦dzie ustalon¡ liczb¡. Wtedy

lim
n→∞

an =


∞, a > 1

1, a = 1

0, |a| < 1

nie istnieje, a ≤ −1



16. Tw. (o dwóch ci¡gach) Je»eli ci¡gi {an} i {bn} speªniaj¡ warunki

1. an ≤ bn dla ka»dego n ≥ n0

2. lim
n→∞

an = ∞,

to lim
n→∞

bn = ∞.

17. Tw. Je»eli ci¡gi {an} i {bn} speªniaj¡ warunki

1. an ≤ bn dla ka»dego n ≥ n0

2. lim
n→∞

bn = −∞,

to lim
n→∞

an = −∞.

18. Wa»ne granice ci¡gów

Liczba e: en =
(
1 + 1

n

)n
, e = lim

n→∞
en

Uzasadnienie, »e granica istnieje

� ci¡g {en} jest niemalej¡cy, sprawdzenie

en+1

en
=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =

(
1 +

1

n

)(
(n+ 2)n

(n+ 1)2

)n+1

=

(
1 +

1

n

)(
(n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2

)n+1

=

(
1 +

1

n

)(
1− 1

(n+ 1)2

)n+1
a

≥

(
1 +

1

n

)(
1− n+ 1

(n+ 1)2

)
=

(
1 +

1

n

)(
1− 1

n+ 1

)
= 1

Uwaga: nierówno±¢
a

≥ zostaªa otrzymana w wyniku zastosowania

nier. Bernoulliego do wyra»enia
(
1− 1

(n+1)2

)n+1

.



� ci¡g {en} jest ograniczony:(
n

k

)
1

nk
=

n!

(n− k)!k!

1

nk
=

1

k!

(n− k + 1)(n− k + 2)(n− k + 3) . . . n

nk
=(1)

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
. . .

(
1− 1

n

)

en =

(
1 +

1

n

)n

=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+

(
n

3

)
1

n3
+(2)

· · ·+
(
n

n

)
1

nn
=

1 +
1

1!
+

1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 2

n

)(
1− 1

n

)
+ . . .+

1

k!

(
1− k − 1

n

)
·

(
1− k − 2

n

)
. . .

(
1− 1

n

)
+ . . . ≤

1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

k!
+ . . .+

1

n!
≤

1 + 1 +
1

2
+

1

22
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
≤ 1 + 1 + 1 = 3

w przedostaniej nierówno±ci skorzystali±my z nierówno±ci 2n−1 ≤ n!,∧
n ≥ 1.

Inne (równowa»ne) okre±lenie liczby e:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

)

Uzasadnienie istnienia granicy powy»szej granicy. Przyjmujemy

fn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
,

� ci¡g {fn} jest niemalej¡cy (oczywiste)

� ci¡g {fn} jest ograniczony: dowód jak dla en (dwie ostatnie
nierówno±ci), fn ≤ 1 + 1 + 1 = 3



� zachodzi en ≤ fn,
∧
n

.

Wniosek: istnieje granica f = lim
n→∞

fn i e ≤ f

� dla podci¡gów {en3} i {fn+1} zachodz¡ nierówno±ci

en3 = 1+ 1 + 1
2!

(
1− 1

n3

)
+ . . .+ 1

(n+1)!

(
1− n

n3

) (
1− n−1

n3

)
. . .

(
1− 1

n3

)
+

. . . ≥
(
1 + 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+ . . .+ 1

k!
+ . . .+ 1

(n+1)!

) (
1− n

n3

)n
=(

1− n
n3

)n
fn+1 =

[(
1− 1

n2

)n2
] 1

n
fn+1

� przechodz¡c do granicy otrzymujemy

e = lim
n→∞

en3 ≥ lim
n→∞

[(
1− 1

n2

)n2
] 1

n
fn+1 = f

Wniosek: e ≤ f i e ≥ f , st¡d e = f , co nale»aªo udowodni¢.

19. Przykªady:

a) lim
n→∞

an

nk = ∞, gdzie a > 1, k ∈ N

b) lim
n→∞

n!
an

= ∞, gdzie a > 0

c) lim
n→∞

sin 1
n
= 0

d) lim
n→∞

n sin 1
n
= 1

e) lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e, e = 2.731 . . . - staªa matematyczna

f) lim
n→∞

n ln
(
1 + 1

n

)
= 1, gdzie ln(·) = loge(·)

g) lim
n→∞

n loga
(
1 + 1

n

)
= loga e, gdzie a > 0, a ̸= 1

Uzasadnienie

a) Niech a = 1+ y, y > 0. Wtedy ze wzoru Newtona dla n > k otrzymujemy

an = (1 + y)n = 1 +

(
n

1

)
y1 +

(
n

2

)
y2 + · · ·+

(
n

k + 1

)
yk+1 + · · ·+

(
n

n

)
yn >(

n

k + 1

)
yk+1 =

1

(k + 1)!
· yk+1 · n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

St¡d

an

nk
>

1

(k + 1)!
· yk+1 · n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

nk



Zauwa»amy, »e

lim
n→∞

1

(k + 1)!
· yk+1 · n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

nk
=

1

(k + 1)!
· yk+1︸ ︷︷ ︸

=c

· lim
n→∞

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k

n

)
n = ∞,

st¡d wynika »¡dana granica.

b) Wybieramy n0 takie, »e 2a < n0. Wtedy dla n > n0 zachodzi

n!

an
=

n0!

an0
· n0 + 1

a
· n0 + 2

a
· n0 + 3

a
. . .

n

a︸ ︷︷ ︸
n−n0 czynników

≥ n0!

an0
· 2n−n0

lim
n→∞

n0!

an0
· 2n−n0 = ∞

c) Z nierówno±ci

sinx ≤ x ≤ tg x(A)

dla 0 ≤ x ≤ π/2 wynika, »e

0 ≤ sin
1

n
≤ 1

n

dla n ∈ N. Istnienie i warto±¢ granicy wynikaj¡ teraz z twierdzenia o trzech
ci¡gach.

d) z nierówno±ci (A) mamy

cos
1

n
=

√
1− sin2 1

n
≤ n sin

1

n
≤ 1.

Istnienie i warto±¢ granicy wynikaj¡ teraz z twierdzenia o trzech ci¡gach.

e) Pami¦tamy, »e ci¡g en =
(
1 + 1

n

)n
ma nast¦puj¡ce wªasno±ci

1. en jest niemalej¡cy

2. 1 < en < e,
∧

n ∈ N
3. lim

n→∞
en = e



Zastosujemy metod¦ nie wprost (a contrario). Zakªadamy, »e istnieje ϵ > 0
takie, »e dla niesko«czenie wielu n, wyrazy n ln

(
1 + 1

n

)
= ln en le»y poza

przedziaªem (1− ϵ, 1), tzn.

n ln

(
1 +

1

n

)
< 1− ϵ, dla niesko«czenie wielu n ∈ N

St¡d

en =

(
1 +

1

n

)n

< e1−ϵ, dla niesko«czenie wielu n ∈ N

Ostatnie stwierdzenie nie mo»e by¢ prawdziwe, bo ci¡g en → e = e1.
Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci naszego twierdzenia.

g) Wystarczy zauwa»y¢, »e

loga z =
ln z

ln a
= (ln z) · (loga e)

dla z > 0.

20. Korzystaj¡c z de�nicji granicy wªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢, »e

lim
n→∞

√
9n2 + 1

n
= 3

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, »e prawdziwe jest zdanie

(3)
∧
ϵ>0

∨
n0

∧
n>n0

∣∣∣∣∣
√
9n2 + 1

n
− 3

∣∣∣∣∣ < ϵ

Zaczynamy od analizy wyra»enia w (3), tu celem jest znalezienie prostszego
wyra»enia szacuj¡cego je od góry∣∣∣∣∣

√
9n2 + 1

n
− 3

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
√
9n2 + 1− 3n

n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1

n(
√
9n2 + 1 + 3n)

∣∣∣∣ =
1

n(
√
9n2 + 1 + 3n)

≤ 1

n(3n+ 3n)
≤ 1

6n2

Niech teraz ϵ > 0. Dobieramy liczb¦ n0 tak¡, »e

1

6n2
0

< ϵ,



np. mo»na wz¡¢ n0 =
1√
6ϵ
+ 1. Teraz zauwa»amy, »e dla n > n0 zachodz¡

nierówno±ci

ϵ >
1

6n2
0

>
1

6n2
>

∣∣∣∣∣
√
9n2 + 1

n
− 3

∣∣∣∣∣ ,
co dowodzi prawdziwo±ci zdania (3).

21. Korzystaj¡c z de�nicji granicy wªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢, »e

lim
n→∞

logn+1 5 = 0

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, »e prawdziwe jest zdanie

(4)
∧
ϵ>0

∨
n0

∧
n>n0

∣∣logn+1 5− 0
∣∣ < ϵ

Niech teraz ϵ > 0. Przechodzimy do wskazania liczby n0. Na wst¦pie
zauwa»amy, »e dla n > n0 zachodzi nierówno±¢

logn0+1 5 > logn+1 5

St¡d przyjmuj¡c n0 takie, »e

logn0+1 5 = ϵ, czyli n0 = 5
1
ϵ − 1

otrzymujemy

ϵ = logn0+1 5 >
∣∣logn+1 5− 0

∣∣ .
co dowodzi prawdziwo±ci zdania (4).

22. Korzystaj¡c z de�nicji granicy niewªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢, »e

lim
n→∞

1

1− n
√
3
= −∞.

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, »e prawdziwe jest zdanie

(5)
∧
M

∨
n0

∧
n>n0

M ≥ 1

1− n
√
3
.

Wystarczy rozpatrywa¢ M < 0 (dlaczego?). Przechodzimy do wskazania
liczby n0. Na wst¦pie zauwa»amy, »e dla n > n0 zachodz¡ nierówno±ci

n0
√
3 >

n
√
3 > 1,



sk¡d

1

1− n
√
3
<

1

1− n0
√
3

Dalej przyjmuj¡c n0 takie, »e

1

1− n0
√
3
< M,

czyli

n0
√
3 < 1− 1

M
=

M − 1

M
,

n0 >
1

log3
M−1
M

otrzymujemy

M >
1

1− n0
√
3
>

1

1− n
√
3
.

dla n > n0, co dowodzi prawdziwo±ci zdania (5).

23. Niech an = 1
3√n3+1

+ 1
3√n3+2

+ · · ·+ 1
3√n3+n

. Udowodni¢, »e lim
n→∞

an = 1.

d-d. Okre±lamy pomocnicze ci¡gi

αn =
n

3
√
n3 + n

, βn =
n

3
√
n3 + 1

Zauwa»amy, »e

lim
n→∞

αn = lim
n→∞

n
3
√
n3 + n

= lim
n→∞

1

3

√
1 + 1

n2

= 1,

podobnie lim
n→∞

βn = 1

αn =
n

3
√
n3 + n

≤ an ≤ βn =
n

3
√
n3 + 1

Teraz wystarczy zastosowa¢ twierdzenie o trzech ci¡gach, sk¡d otrzymujemy
lim
n→∞

an = 1.



24. Niech a1 = 2, an+1 =
√
6 + an. Udowodni¢, »e lim

n→∞
an = 3.

d-d. Spostrze»enie

� ci¡g {an} jest niemalej¡cy.
Uzasadnienie: 2 = a1 ≤

√
6 + 2 = a2. Zakªadamy, »e an ≤ an+1.

Wtedy dla n+ 1 mamy:

an+2 − an+1 =
√

6 + an+1 −
√
6 + an =

(
√
6 + an+1 −

√
6 + an)(

√
6 + an+1 +

√
6 + an)√

6 + an+1 +
√
6 + an

=

an+1 − an√
6 + an+1 +

√
6 + an

≥ 0

Ostatnia nierówno±¢ zachodzi na podstawie zaªo»enia indukcyjnego.
Teraz z zasady indukcji wynika teza naszego zadania.

� ci¡g {an} jest ograniczony, 2 ≤ an ≤ 3 dla wszystkich n ∈ N.

Uzasadnienie:

1. 2 = a1 ≤ an
∧

n, bo {an} jest niemalej¡cy

2. zakªadamy, »e an ≤ 3, wtedy dla n+ 1 zachodzi
an+1 =

√
6 + an ≤

√
6 + 3 = 3. Na mocy zasady indukcji an ≤ 3∧

n ∈ N

� poniewa» ci¡g {an} jest niemalej¡cy i ograniczony, posiada granic¦ g

� wyznaczenie g:

g = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
6 + an =

√
6 + g

g2 = 6 + g, g1 = −2, g2 = 3

rozwi¡zanie ujemne odrzucamy, wi¦c g = 3

Ci¡gi - uzupeªnienia



25. De�nicja. 1. Punkt s ∈ R nazywamy punktem skupienia ci¡gu (an),
je±li

(
∧

ϵ > 0) w odcinku (s− ϵ, s+ ϵ) znajduje si¦ niesko«czenie wiele wyrazów
ci¡gu (an).

∞ jest punktem skupienia ci¡gu (an), je±li
∧

A niesko«czenie wiele
wyrazów ci¡gu (an) speªnia nierówno±¢ A ≤ an
−∞ jest punktem skupienia ci¡gu (an), je±li

∧
A niesko«czenie wiele

wyrazów ci¡gu (an) speªnia nierówno±¢ an ≤ A

26. Niech S b¦dzie zbiorem punktów skupienia ci¡gu (an). Okre±lamy
granice:

granica dolna ci¡gu (an): lim inf an = inf S
granica górna ci¡gu (an): lim sup an = supS

27. Fakt. Ci¡g (an) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy
lim inf an = lim sup an.

28. Twierdzenie (o podci¡gu zbie»nym do punktu skupienia)
Je»eli s ∈ R jest punktem skupienia ci¡gu (an), to istnieje podci¡g
(ank

) ⊂ (an) zbie»ny do s, tzn. s = lim
k→∞

ank
.

Uzasadnienie:

1. przyjmujemy ϵ = 1: spo±ród niesko«czenie wielu wyrazów ci¡gu (an)
zawartych w odcinku (s− ϵ, s+ ϵ) wybieramy jeden, an1 (n1 jest
indeksem tego wyrazu),

2. przyjmujemy ϵ = 1/2: spo±ród niesko«czenie wielu wyrazów ci¡gu (an)
zawartych w odcinku (s− ϵ, s+ ϵ) wybieramy jeden, an2 o indeksie
n2 > n1,

3. przyjmujemy ϵ = 1/3: spo±ród niesko«czenie wielu wyrazów ci¡gu (an)
zawartych w odcinku (s− ϵ, s+ ϵ) wybieramy jeden, an3 o indeksie
n3 > n2,

kontynujemy ten proces, zgodnie z algorytmem, je±li wybrali±my
wyraz ank

o indeksie nk > nk−1, to w nast¦pnym kroku post¦pujemy
jak nast¦puje



(k + 1). przyjmujemy ϵ = 1/(k + 1): spo±ród niesko«czenie wielu wyrazów
ci¡gu (an) zawartych w odcinku (s− ϵ, s+ ϵ) wybieramy jeden, ank+1

o
indeksie nk+1 > nk,

W wyniku tej konstrukcji otrzymujemy podci¡g (ank
)

(n1 < n2 < · · · < nk < . . . ). Ponadto zauwa»amy, »e

s− 1/k < ank
< s+ 1/k

Przechodz¡c z k → ∞, z twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy

lim
k→∞

ank
= s.

29. Twierdzenie(Bolzano-Weierstrassa o ci¡gach ograniczonych)
Je»eli ci¡g {an} jest ograniczony, to ma zbie»ny podci¡g {bk}, bk = ank

,
n1 < n2 < n3 < · · · < nk < . . . .

Uzasadnienie. Ci¡g {an} jest ograniczony, wi¦c jest przedziaª [c1, d1] taki, »e
c1 ≤ an ≤ d1,

∧
n ∈ N. Konstruujemy pomocniczy ci¡g przedziaªów

{[cn, dn]} taki, »e [c1, d1] ⊃ [c2, d2] ⊃ [c3, d3] ⊃ · · · ⊃ [cn, dn] ⊃ . . . lub
równowa»nie c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ · · · ≤ cn ≤ · · · ≤ dn ≤ · · · ≤ d3 ≤ d2 ≤ d1.

[c2, d2]: niech s = (c1 + d1)/2 (±rodek przedziaªu [c1, d1]), wtedy
przynajmniej jeden z przedziaªów [c1, s] lub [s, d1] zawiera niesko«czenie
wiele wyrazów ci¡gu {an}.
Przyjmujemy
c2 = c1, d2 = s, je»eli [c1, s] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an},
c2 = s, d2 = d1, je»eli [c1, s] zawiera tylko sko«czenie wiele wyrazów ci¡gu
{an}.
Podsumowanie

1. c2 ≤ c1 ≤ d2 ≤ d1, |d2 − c2| = 1
2
|d1 − c1|,

2. [c2, d2] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}

[c3, d3]: powtarzamy konstrukcj¦, niech s = (c2 + d2)/2 (±rodek przedziaªu
[c2, d2]), wtedy przynajmniej jeden z przedziaªów [c2, s] lub [s, d2] zawiera
niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}.
Przyjmujemy
c3 = c2, d3 = s, je»eli [c2, s] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an},



c3 = s, d3 = d2, je»eli [c2, s] zawiera tylko sko«czenie wiele wyrazów ci¡gu
{an}.

Podsumowanie

1. c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ d3 ≤ d2 ≤ d1, |d3 − c3| = 1
2
|d2 − c2| = 1

22
|d1 − c1|,

2. [c3, d3] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}
. . .
je»eli ju» skonstruowali±my przedziaª [cn, dn], to przechodzimy do
konstrukcji przedziaªu [cn+1, dn+1]

[cn+1, dn+1]: powtarzamy konstrukcj¦, niech s = (cn + dn)/2 (±rodek
przedziaªu [cn, dn]), wtedy przynajmniej jeden z przedziaªów [cn, s] lub
[s, dn] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}
Przyjmujemy
cn+1 = cn, dn+1 = s, je»eli [cn, s] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu
{an},
cn+1 = s, dn+1 = dn, je»eli [cn, s] zawiera tylko sko«czenie wiele wyrazów
ci¡gu {an}.

...

Podsumowanie

1. c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ · · · ≤ cn ≤ cn+1 ≤ dn+1 ≤ dn ≤ · · · ≤ d3 ≤ d2 ≤ d1,

2. |dn+1 − cn+1| = 1
2
|dn − cn| = 1

2n
|d1 − c1|,

3. [cn+1, dn+1] zawiera niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}

Wniosek. Ci¡gi {cn} i {dn} s¡ monotoniczne, ograniczone, wi¦c zbie»ne.

Ponadto lim
n→∞

|dn − cn| = lim
n→∞

1
2n−1 |d1 − c1| = 0. St¡d

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

dn = g, dla pewnego g ∈ [c1, d1].

Przechodzimy do konstrukcji zbie»nego podci¡gu {bn} ci¡gu {an}.

b1 : przyjmujemy b1 = a1, n1 = 1
b2 : w przedziale [c2, d2] jest niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}.
Pozwala to wybra¢ element an2 ∈ [c2, d2] taki, »e n1 < n2. Przyjmujemy
b2 = an2 .
b3 : w przedziale [c3, d3] jest niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}.



Pozwala to wybra¢ element an3 ∈ [c3, d3] taki, »e n1 < n2 < n3.
Przyjmujemy b3 = an3 .
. . .
je»eli wybrali±my bk, to przechodzimy do wyboru bk+1 zgodnie z algorytmem
bk+1: w przedziale [ck+1, dk+1] jest niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}.
Pozwala to wybra¢ element ank+1

∈ [ck+1, dk+1] taki, »e
n1 < n2 < · · · < nk < nk+1. Przyjmujemy bk+1 = ank+1

.

Wniosek. Zauwa»amy, »e ck ≤ bk ≤ dk,
∧
k ∈ N. St¡d i z twierdzenia o

trzech ci¡gach wynika, »e lim
k→∞

bk = lim
k→∞

ank
= g.


