Wyktad 5. Ciagi liczbowe, cd.
Ciagi i granice
1. Punkty skupienia ciagu {a,}, granica dolna i gorna ciagu
Definicja. Niech {a,} bedzie ciagiem ograniczonym. Liczba s € R jest

punktem skupienia ciagu {a,}, jezeli dla kazdego ¢ > 0 odcinek (s — €, s+ €)
zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu {a,}.

Najmniejszy taki punkt skupienia jest nazywany granica dolna ciagu {a,},
oznaczany jest przez liminf a,,.

Najwiekszy punkt skupienia nzywany jest granica goérna ciagu {a,}, oz-
naczany jest przez limsup a,,.

Miedzy tymi granicami zachodzi nieréwnos¢: liminf a,, < limsupa,

Przyklad 1. Ciaga, = (—1)"+ %, n=1,2,3,... madwa punkty skupienia
s1=—11s,=1. Wtedy

liminfa, = -1, limsupa, = 1.

Przyktad 2. Niech ciag {a,} bedzie zbiezny i ¢ = lim a,. Wtedy ¢ jest
n—oo

jedynym punktem skupienia ciagu {a,}. Wiecej prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie

Tw. Niech {a,} bedzie ciaggiem ograniczonym. Wtedy ciag {a,} jest zbiezny,
= lim a,, wtedy i tylko wtedy, gdy granice dolna i gérna sg sobie réwne.
n—oo

Wowcezas

g = lim a, = liminf a,, = limsup a,,.
n—oo

Uwaga. oo jest punktem skupienia ciagu nieograniczonego {a,, }, jesli spelniony

jest warunek
AAV @)

C N n>N
(inaczej, dla kazdego C, przedziat (C, 0o) zawiera nieskonczenie wiele wyrazow
ciagu (ay,)).

Podobnie, —oo jest punktem skupienia ciagu nieograniczonego {a,}, jesli

speliony jest warunek
ANV (@ <0

C N n>N
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(inaczej, dla kazdego C, przedzial (—oo, C') zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow
ciagu (a,)).

2. Wazne granice ciggow

Liczba e: ¢, = (1 + %)n, e = lim e,
n—oo

Uzasadnienie, ze granica istnieje

e ciag {e,} jest niemalejacy, sprawdzenie
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Uwaga: nieréwno$¢ > zostala otrzymana w wyniku zastosowania nier.

Ve

n+1
Bernoulliego do wyrazenia (1 — ﬁ) .



ciag {e,} jest ograniczony:
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w przedostaniej nieréwnosci skorzystalisémy z nieréwnodci 2"~ < nl,
An>1

Inne (réwnowazne) okreslenie liczby e:

i (1 L] 1
) TR TR TR

Uzasadnienie istnienia granicy powyzszej granicy. Przyjmujemy
1 1 1 1

fn:1+ﬁ+5+§+"'+m,

ciag {f.} jest niemalejacy (oczywiste)



e ciag {f.} jest ograniczony: dowod jak dla e,, (dwie ostatnie nieréwnosci),
fn<l4141=3

e zachodzi e, < f,, A\

n

Whiosek: istnieje granica f = lim f,ie< f
n—oo

e dla podciagow {e,s} i {fns1} zachodza nieréwnosci

e =141+ (1-5)+  +mm—m) (1-%). . ( —#)Jr
>(1+d+d+d+ b+t aiy) (1-3)"=(1-3)

(1= 2]

TL2 n
e przechodzac do granicy otrzymujemy e = hm eps > lim [(1 — —2) } fne1 =
— 00 n—oo
S

Whiosek: e < fie> f, stad e = f, co nalezalo udowodnic.

3. Przyktady:

a) | lim 4 =00, gdziea > 1, k€N
n—oo

b) | fim a"—,'L = 00, gdzie a > 0
n—o0

<) | 1im sint =0
n—oo

d) | lim nsm— =1
n—oo

¢) | lim (1+1)" =€ e=2.731... - stala matematyczna
n—oo

) | lim nln (1+ 1) =1, gdzie In(-) = log,(-)
n—oo

g | lim nlog, (1+ 1) =log, e, gdzie a > 0,a # 1
n—oo

Uzasadnienie



a) Niech a = 1+y, y > 0. Wtedy ze wzoru Newtona dla n > k otrzymujemy

n n n n
a (1+vy) + (1)y + (2)@/ +- <k+1)y +- n Y

<kj—1>yk“ _ (k;il)! Y onn—1)(n—2)...(n—k)
Stad

a® 1 w1 nn—=1)(n—-2)...(n—k)

nk = (k+1)! .y

Zauwazamy, ze

: w1 n(n—1)(n—2)...(n—k)
hgn —(k+1)! Syt — =

1 btl 1 1 2 k B
CES) Y 1171Ln(1 n)(l n)(l ~ ) =00,

stad wynika zadana granica.
b) Wybieramy ng takie, ze 2a < ng. Wtedy dla n > ng zachodzi

n! Tl()! n0+1 n0—|—2 n0+3

n
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n—no czynnikow

lim 20 . 9nono — o
¢) Z nieréwnosci
(A) sinz<zx<tgx
dla 0 <z < 7/2 wynika, ze

1 1
0<sgin — < —
no-n
dla n € N. Istnienie i warto$¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech
ciggach.



d) z nieréwnosci (A) mamy

1 / 1 1
cos — =4/1—sin? = < nsin — < 1.
n n

Istnienie i warto$¢ granicy wynikaja teraz z twierdzenia o trzech ciagach.
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e) Pamietamy, ze ciag e, = (1 + %)n ma nastepujace wlasnosci

1. e, jest niemalejacy
2.1<e, <e, AneN

3. lime, = ¢
n

Zastosujemy metode nie wprost (a contrario). Zaktadamy, ze istnieje € > 0
takie, ze dla nieskoriczenie wielu n, wyrazy nln (1 + %) = Ine, lezy poza
przedziatem (1 — €, 1), tzn.

1
nln (1 + —) < 1 — ¢, dla nieskonczenie wielu n € N
n
Stad
\" 1 . , L
en=\14+—| <e ¢ dla nieskoniczenie wielu n € N
n

Ostatnie stwierdzenie nie moze by¢ prawdziwe, bo ciagg e, — e = e'. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia.
g) Wystarczy zauwazy¢, ze

Inz

log, z = = (Inz) - (log, €)

Ina
dla z > 0.
4. Korzystajac z definicji granicy wtasciwej ciagu uzasadnié, ze

Inz 41
limn—+=3

n n

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

) /\\//\ \/9n2—|—1_

n
e>0 ng n>ng

3| <€




Zaczynamy od analizy wyrazenia w (3], tu celem jest znalezienie prostszego
wyrazenia szacujacego je od gory

‘\/9712—1—1 . _‘\/97124—1—371
n n

1
n(vOn® + 1+ 3n)

1 1

1
< <
n(vIn? +1+3n) ~ n(3n+3n) ~ 6n?
Niech teraz € > 0. Dobieramy liczbe ng taka, ze
1

— < €
6n3

np. mozna wzaé ng = L -+ 1. Teraz zauwazamy, ze dla n >n zachodz
0 /e ’ 0
nieréwnosci

_37

1 1 ‘ 92 + 1
>—
n

co dowodzi prawdziwosci zdania (3)).

5. Korzystajac z definicji granicy wlasciwej ciagu uzasadni¢, ze
limlog, ;5=0

d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie

(4) /\\/ /\ ‘logn+15—0 <€

e>0 ng n>ng

Niech teraz € > 0. Przechodzimy do wskazania liczby ng. Na wstepie za-
uwazamy, ze dla n > ng zachodzi nieré6wnos¢

log,,+15 >log, .15
Stad przyjmujac ng takie, ze
log,,+15=¢€, czyling = 5e—1
otrzymujemy
€ =log, 4115 > logn+15—0| :

co dowodzi prawdziwosci zdania (4)).



6. Korzystajac z definicji granicy niewtasciwej ciggu uzasadnié¢, ze
lim L
n 11— /3
d-d. Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze prawdziwe jest zdanie
1

(5) /\\//\le_%.

M ng n>ng

= —0OQ.

Wystarczy rozpatrywa¢ M < 0 (dlaczego?). Przechodzimy do wskazania
liczby ng. Na wstepie zauwazamy, ze dla n > ny zachodza nier6wnosci

3> V3> 1,
skad
1 1
<
1-3/3 1- "3

Dalej przyjmujac ng takie, ze

1
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otrzymujemy
1 1
> —
1— %3 1-33

dla n > ng, co dowodzi prawdziwosci zdania ().

M >

7. Niech a, = %/nlsiﬂ + %;ﬁ +-- 4+ ﬁ Udowodnic¢, ze lirrlnan =1

d-d. Okreslamy pomocnicze ciagi

Qp

n n
B Ind+n’ bo = vn3 +1



Zauwazamy, ze

lim av, zlimL =lim — =1,

nond4n o on sl 1
podobnie lim 3, =1

n n
an:—gan<ﬁn:

vnd +n - /n3 + 1

Teraz wystarczy zastosowac¢ twierdzenie o trzech ciggach, skad otrzymujemy
lima, = 1.
n

8. Niech a; =2, a1 = /6 + a,. Udowodni¢, ze lima,, = 3.

d-d. Spostrzezenie

e ciag {a,} jest niemalejacy.
Uzasadnienie: 2 = a7 < 6+ 2 = ay. Zakladamy, ze a, < ap41.
Wtedy dla n + 1 mamy:

Ant2 — Qnt1 = /6 + Qpy1 — V6+a, =
(V6 + any1 — V6 + an) (V6 + ang1 + V6 + an)
V6 + ani1 +V6+ay,

Api1 — Ap
\/6+an11+\/6+an =

Ostatnia nier6wno$¢ zachodzi na podstawie zatozenia indukcyjnego.
Teraz z zasady indukcji wynika teza naszego zadania.

e ciag {a,} jest ograniczony, 2 < a,, < 3 dla wszystkich n € N.
Uzasadnienie:
1. 2=a; < a, A\n, bo {a,} jest niemalejacy

2. zaktadamy, ze a,, < 3, wtedy dla n 4+ 1 zachodzi a,,1 = /6 + a, <
V6 + 3 = 3. Na mocy zasady indukcji a, <3 An €N



e poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy i ograniczony, posiada granice g

e wyznaczenie g:

g=Ilima,4; =limv6+a, =+/6+g

@ =6+g, g1=-2, go=3

rozwigzanie ujemne odrzucamy, wiec g = 3
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