
Lista zagadnie« omawianych na wykªadzie w dn. 3.11.2026r. :

Granica funkcji

De�nicja (s¡siedztwo punktu)

1. S¡siedztwo x0 ∈ R o promieniu r > 0: S(x0, r) = (x0 − r, x0 + r)\{x0}

2. S¡siedztwo lewostronne x0 ∈ R o promieniu r > 0:
S(x−

0 , r) = (x0 − r, x0)

3. S¡siedztwo prawostronne x0 ∈ R o promieniu r > 0:
S(x+

0 , r) = (x0, x0 + r)

Uwaga. Je»eli w rozwa»aniach warto±¢ r > 0 nie jest istotna, piszemy
krótko: S(x0), S(x

−
0 ), lub S(x+

0 ).

4. S¡siedztwo −∞: ka»dy zbiór postaci S(−∞) = (−∞, b), b ∈ R

5. S¡siedztwo ∞: ka»dy zbiór postaci S(∞) = (a,∞), a ∈ R

Niech a i A oznaczaj¡ symbole

a
x0 x−

0 x+
0 −∞ ∞

A
g −∞ ∞

De�nicja. (granicy funkcji w punkcie w sensie Heinego)
Niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na pewnym s¡siedztwie
S(a). Mówimy, »e f ma granic¦ A, gdy x → a, co symbolicznie zapisujemy
w postaci równo±ci lim

x→a
f(x) = A, wtedy i tylko wtedy, gdy

∧
{xn}

{xn}⊂S(a)

[(
lim
n→∞

xn = a
)
⇒

(
lim
n→∞

f(xn) = A
)]

W przypadku

1. a = x0, A = g mówimy o granicy wªa±ciwej funkcji w punkcie a

2. a = x−
0 , A = g mówimy o granicy wªa±ciwej lewostronnej funkcji w

punkcie a, piszemy w skrócie f(x−
0 )

3. a = x+
0 , A = g mówimy o granicy wªa±ciwej prawostronnej funkcji w

punkcie a, piszemy w skrócie f(x+
0 )



4. A = −∞ lub ∞ mówimy odpowiednio o granicy niewªa±ciwej

5. a = −∞ lub ∞, A = g mówimy o granicy funkcji w −∞(∞)

Przykªad 1.

Niech

f(x) =

{
x sin( 1

x
) dla x ̸= 0

0 dla x = 0,
x0 = 0.

Wtedy
lim
x→0

f(x) = 0.

Uzasadnienie. Niech xn → 0. Poniewa» f(xn) = xn sin 1/xn, wystarczy
zauwa»y¢, »e ci¡g sin 1/xn jest ograniczony. W takim przypadku
lim
n→∞

f(xn) = 0, co nale»aªo udowodni¢.

rys. 1. y = x sin 1/x

Twierdzenie 1 (o nieistnieniu granicy funkcji w punkcie x0) Niech funkcja
f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie S(x0). Je»eli istniej¡ ci¡gi
{x′

n}, {x′′
n} speªniaj¡ce warunki:

1. lim
n→∞

x′
n = x0, przy czym x′

n ̸= x0 dla ka»dego n ∈ N,

2. lim
n→∞

x′′
n = x0, przy czym x′′

n ̸= x0 dla ka»dego n ∈ N,

3. lim
n→∞

f(x′
n) ̸= lim

n→∞
f(x′′

n),

to granica lim
x→x0

f(x) (wªa±ciwa ani niewªasciwa) nie istnieje.

Przykªad 2.



Niech

f(x) =

{
sin( 1

x
) dla x ̸= 0

0 dla x = 0,
x0 = 0.

Wtedy funkcja f(x) nie ma granicy, x → 0.
Uzasadnienie. Rozpatrzmy dwa ci¡gi

1. xn = 1
nπ
;

2. xn = 1
2nπ+π/2

W przypadku 1. f(xn) = 0,
∧
n ∈ N, wi¦c ci¡g f(xn) jest zbie»ny do 0. W

przypadku 2. f(xn) = 1,
∧

n ∈ N, wi¦c ci¡g f(xn) jest zbie»ny do 1.
Te spostrze»enia oznaczaj¡, »e f(x) nie ma granicy, gdy x → 0.

rys. 2. y = sin 1/x

Twierdzenie 2 (o nieistnieniu granicy funkcji w niesko«czono±ci) Niech
funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie S(∞). Je»eli
istniej¡ ci¡gi {x′

n}, {x′′
n} speªniaj¡ce warunki:

1. lim
n→∞

x′
n = ∞,

2. lim
n→∞

x′′
n = ∞,

3. lim
n→∞

f(x′
n) ̸= lim

n→∞
f(x′′

n),

to granica lim
x→x0

f(x) (wªa±ciwa ani niewªasciwa) nie istnieje.



Twierdzenie 3 (warunek konieczny i wystarczaj¡cy istnienia granicy)
Funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ (wª±ciw¡ lub niewªa±ciw¡) wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x).

wspólna warto±¢ granic jednostronnych jest wtedy granic¡ funkcji.

Twierdzenie 4 (o arytmetyce granic) Je»eli funkcje f i g maj¡ granice
wªa±ciwe w punkcie x0, to

1. lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x),

2. lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

f(x)− lim
x→x0

g(x),

3. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

4. lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
lim

x→x0
f(x)

lim
x→x0

g(x)
, o ile lim

x→x0

g(x) ̸= 0,

5. lim
x→x0

(f(x))g(x) = lim
x→x0

f(x)
lim

x→x0
g(x)

,

Twierdzenie 5 (o granicy funkcji zªo»onej) Je»eli funkcje f i g speªniaj¡
warunki:

1. lim
x→x0

f(x) = y0,

2. f(x) ̸= y0 dla ka»dego x ∈ S(x0),

3. lim
y→y0

g(y) = q,

to lim
x→x0

g(f(x)) = q.

Uwaga. Zaªo»enie 2. przyj¦to, bo w ogólnym przypadku funkcja g(y) nie
musi by¢ okre±lona w y0.

Twierdzenie 6 (o trzech funkcjach) Je»eli funkcje f, g, h speªniaj¡ warunki:

1. f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),

2. lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = p,



to lim
x→x0

g(x) = p.

Twierdzenie 7 (o dwóch funkcjach) Je»eli funkcje f, g speªniaj¡ warunki:

1. f(x) ≤ g(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),

2. lim
x→x0

f(x) = ∞,

to lim
x→x0

g(x) = ∞.

Uwaga. Twierdzenie o dwóch funkcjach jest prawdziwe tak»e dla granic
jednostronnych oraz dla granic w niesko«czonno±ci. Ponadto prawdziwe s¡
analogiczne twierdzenia dla granicy niewªa±ciwej funkcji równej −∞.


