Lista zagadnien omawianych na wyktadzie w dn. 3.11.2026r. :

Granica funkcji

Definicja (sasiedztwo punktu)

1.

2.

Sasiedztwo xy € R o promieniu r > 0: S(zo,7) = (o — 1,20 +7)\{z0}

Sasiedztwo lewostronne xy € R o promieniu r > 0:
S(zg,7) = (29 — 1, 20)

Sasiedztwo prawostronne zy € R o promieniu r > 0:
S(xg,r) = (0,20 +7)

Uwaga. Jezeli w rozwazaniach warto$¢ » > 0 nie jest istotna, piszemy
krotko: S(xg), S(xy), lub S(zd).

Sasiedztwo —oo: kazdy zbiér postaci S(—o0) = (—o00,b), b € R

Sasiedztwo oo: kazdy zbiér postaci S(o0) = (a,0), a € R

Niech a i A oznaczaja symbole

xo\mo\mo\—oo\oo g\—oo\oo

Definicja. (granicy funkcji w punkcie w sensie Heinego)

Niech funkcja f bedzie okre§lona przynajmniej na pewnym sasiedztwie
S(a). Mowimy, ze f ma granice A, gdy * — a, co symbolicznie zapisujemy
w postaci rownosci glcl_rg f(z) = A, wtedy i tylko wtedy, gdy

A (i o =a) = (fim 1@ = 4)

Tn

{zn}CS(a)

W przypadku

1.

2.

a = x9, A =g moéwimy o granicy wlasciwej funkcji w punkcie a

a=1z,, A= g moéwimy o granicy wlasciwej lewostronnej funkcji w
punkcie a, piszemy w skrocie f(zg)

a=z§, A= g méwimy o granicy wlasciwej prawostronnej funkcji w
punkcie a, piszemy w skrocie f(zd)



4. A= —o0 lub co méwimy odpowiednio o granicy niewtasciwej

5. a= —o0 lub 0o, A = g méwimy o granicy funkeji w —oo(00)
Przyklad 1.
Niech
rsin(l) dlaxz #0
1= {0 - dla i o, 070
Wtedy
E_% f(z) =0.

Uzasadnienie. Niech z, — 0. Poniewaz f(x,) = x, sin 1/x,, wystarczy
rauwazy¢, ze ciag sin 1/x, jest ograniczony. W takim przypadku

lim f(z,) =0, co nalezalo udowodni¢.
n—oo
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rys. 1. y =xsinl/x

Twierdzenie 1 (o nieistnieniu granicy funkcji w punkcie xq) Niech funkcja
f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(xq). Jezeli istnieja ciagi
{2}, {2} speliajace warunki:

1. lim 2], = x, przy czym z), # xo dla kazdego n € N,

n—o0

2. lim 2! = xg, przy czym x! # x, dla kazdego n € N,
n—oo

. 1 / 1 "

3. lim f(z}) # lim f(z7),

to granica lim f(z) (wlasciwa ani niewlasciwa) nie istnieje.
T—T0

Przyktlad 2.



sin(2) dlax #0
= r =0.
/(@) {o dlaz—0, °

Wtedy funkcja f(x) nie ma granicy, x — 0.
Uzasadnienie. Rozpatrzmy dwa ciagi

_ 1.
1. JTn—ﬁ,

_ 1
2. Tn = 2nm+m /2

W przypadku 1. f(z,) =0, An € N, wiec ciag f(x,) jest zbiezny do 0. W
przypadku 2. f(x,) =1, An € N, wiec ciag f(x,) jest zbiezny do 1.
Te spostrzezenia oznaczaja, ze f(x) nie ma granicy, gdy x — 0.
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Twierdzenie 2 (o nieistnieniu granicy funkcji w nieskoriczonosci) Niech
funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(o00). Jezeli
istnieja ciagi {«] }, {«!} spetniajace warunki:

1. lim 2], = oo,
n—oo

2. lim 2! = o0,
n—oo

3. lim f(x) # lim f(z!),

n—o0 n—oo

to granica lim f(z) (wlasciwa ani niewlasciwa) nie istnieje.
T—T0



Twierdzenie 3 (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy)
Funkcja f ma w punkcie xy granice (wisciwa lub niewlasciwa) wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(z) = lim+f(x).

T—=T( T
wspolna wartos¢ granic jednostronnych jest wtedy granica funkcji.

Twierdzenie 4 (o0 arytmetyce granic) Jezeli funkcje f i g maja granice
wlasciwe w punkcie xg, to

L Tim (f(@) + g(x)) = lim f(z) + lim g(a)

T—T0 Tr—xQ
2. lim (f(z) - g(w)) = lim f(z) = lim g(z),
3. lim (f(x) - g(x)) = lim f(z)- lim g(z),
4 li flx) ZILH;()f(I) ile 1i
e = e © e i o) £0.
5. lim (f(x))9" = lim f(x)=>=" 7|
T—T0 T—x0

Twierdzenie 5 (o granicy funkcji zlozonej) Jezeli funkcje f i g spelniaja
warunki:

L. lim f(z) = yo,

T—T0

2. f(x) # yo dla kazdego = € S(zg),
3. lim g(y) = ¢,
Y—Yo

to lim g(f(2)) = g

Tr—xTQ

Uwaga. Zalozenie 2. przyjeto, bo w ogélnym przypadku funkcja ¢g(y) nie
musi by¢ okreslona w .

Twierdzenie 6 (o trzech funkcjach) Jezeli funkcje f, g, h spetniaja warunki:
1. f(x) <g(x) < h(x) dla kazdego x € S(zy),
2. lim f(z)= lim h(z) = p,

T—T0 T—T0



to lim g(z) = p.

Tr—T0
Twierdzenie 7 (o dwéch funkcjach) Jezeli funkcje f, g spelniaja warunki:
1. f(z) < g(x) dla kazdego x € S(xy),

2. lim f(z) = oo,

T—rT0

to lim g(z) = oo.

Tr—xTQ
Uwaga. Twierdzenie o dwoch funkcjach jest prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w nieskoniczonno$ci. Ponadto prawdziwe sa
analogiczne twierdzenia dla granicy niewtasciwej funkcji rownej —oo.



