Zagadnienia omawiane na wyktadzie w dn. 3-4.11.2026r. :

Twierdzenie 1 (o granicach niewlasciwych funkcji)

p+oo=o0cdla —c0 <p<oo
£ =0dla —oo <p< o0
p*=0dla0+<p<1
x?=0dla —c0o<g<0

p-oo=o00dlal<p<oo
ﬁzoodla0<p§oo
pP=oc0dlal<p< o

oo?=o00dlal<qg<oo

SRl

N EY e

Uwaga. Réwnosci podane w tabelce sa symboliczng forma zapisu
twierdzen o granicy funkcji. Np. rownosé p™ = 0, gdzie 07 < p < 1, jest
skrocong postacia twierdzenia

(%) f(z) > 0 dla kazdego = € S(xo),

() Jim fl@)=p <1, = lim (f(2))*® = 0.

(x) lim g(z) = o0 v
T—T0

Przyktad 1. Granice podstawowych funkcji

a) | lim z® = xf, gdzie a,xy > 0
T—T0
b) | lim sinx =sinzg; lim cosz = cosxg

T—T0 T—T0

o

) | lim a® = a®™, gdzie a,zo > 0
T—T0

d) | lim log, x = log, xo, gdzie a,xzy > 0,a # 1

T—T0
. 1
e lim(1 +x)z =e¢;
) z—>0( ) ’
Uzasadnienie.

a) Przypadek x — zo+. Metoda dowodu nie wprost (a contrario). Zalézmy,
przeciwnie, ze % /4 xf. Wtedy istnieje ciag (x,) taki, ze z,, = zo+ i
x8 A xf, gdy n — oo. Z drugiego warunku wynika, ze istnieje taki e > 0, ze
nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu (z%) jest poza przedziatem (z§, z§ + €)
inaczej, dla nieskoniczenie wielu n zachodzi nieré6wnosé¢ z§ < z§ + € < 7 lub
robwnowaznie

zo < (2§ o) <y,
dla nieskonczenie wielu n. Ostatnia nieréwno$c¢ jest sprzeczna z zalozeniem,
ze x, — xo+. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci naszego
twierdzenia.



Przypadek © — z¢o—, sprowadzamy do rozpatrzonego wyzej zauwazajac, ze
wtedy % — %—i— i stad

czyli ¢ — x§ rowniez w tym przypadku.
b) Przypadek x — 0+. Wykorzystamy nier6wnosc¢
0 <sinzx <z <tgr

dla 0 <z < 7. Z twierdzenia o trzech funkcjach zastosowanego do
nierownosci 0 < sinz < x wynika, ze

lim sinz =0
r—0+

Przypadek © — 0— sprowadzamy do wczesniejszego przyjmujac y = —.
Wtedy sine = —siny i y — 04, wiec

lim sinz = — lim siny = 0.
z—0— y—0+

Dla cosx otrzymujemy

lim cosz = lim V1 —sin?z =1 = cos0

r—0+ z—0+

Ogélny przypadek dla sin x sprowadzimy do juz rozpatrzonego korzystajac
ze wzoru trygonometrycznago

sinz = sin[(z — o) + xo] = sin(x — x¢) cos xy + sin xg cos(x — xp)
Przyjmujac y = © — x(, otrzymujemy

lim sinz = cos x( lim sin y + sin x( lim cos y = sin x,
T—T0 y—0 y—0

co nalezalo udowodnié.
W przypadku funkcji cos z skorzystamy ze wzoru cosz = /1 — sin® z.

¢) Przypadek a > 1, z — 0+. Pamietamy, ze

(1) lm ar = lim {a=1

n—oo n—oo



Niech € > 0i x,, — 0+, tzn.

(2) limx,=0, x,>0

n—o0
Wtedy z (1)) wynika, Ze istnieje ny > 0 takie, ze
3) l<ar <l+e dlan>n,

Podobnie z (2)) wynika, ze istnieje ng > 0 takie, ze

1
(4) O0<uz,<—,dlan>ng
n

Poniewaz funkcja a®, a > 1 jest niemalejaca dla x > 0, z nierownosci (3)) i
(4) wynika, ze

1 . .
1 <a®™ <am <1+e¢, inaczej [a® — 1| < e dla n > max{ng, n4 },

co oznacza, ze ciag a®™ — 1, dowodzi to prawdziwosci tej czesci twierdzenia.

W przypadku ogélnym, gdy x — x¢+, zauwazamy na wstepie, ze
a® = a™a"" " = a"a¥, gdzie y = x — xg — 04. Teraz mozemy skorzystac z
rozpatrzonego juz przypadku.

Przypadek a > 1, v — zo—. Zauwazamy, ze

1 1
lim ¢ = lim (a‘ro- ) =a"° lim —

T—x0— T—To— a*o—T y—0+ a¥

Przypadek 0 < a < 1, x — xy. Zauwazamy, ze

PN SRR SR S
s e ()T I () (7

d) Przypadek 11I51+ In(1 + 2) = 0. Udowodnimy najpierw nieréwnosé¢
Tr—

1 1
(5) 1n<1+—> <—,dlaneN
n n

Uzasadnienie. Pamietamy, ze ciag

6) e — (1 + %)



jest niemalejacy i lim e, = e, stad
n—oo

1 n
1<en:(1+—> <e
n

i po zlogarytmowaniu (funkcja In jest rosnacal) otrzymujemy
0 <Ine, <nln(l+ %) <1,
Stad juz wynika ().
Niech x,, — 04 i niech € > 0. Wtedy istnieja ng,n; € N takie, ze

1
0< —<e
o

1
O<z,<—,dlan>mn
No

Stad otrzymujemy
1 1
O<In(l4+z,) <ln(l+—) <— <eg dlan > max{ng,ni},
o o

co oznacza, ze lim In(1+xz) = 0.
z—0+

Przypadek li%l In(1+ ) = 0. Zauwazamy, ze
x—0—

1 —x —x
:1 —:]_ d. p—
1+z +1+a: + 7, gdzie 2 1+

r—0- = 2—=0+.

W ten sposob

lim In(1+2)=— lim In = — lim In(1+2) = 0.

x—0— x—0— +x z—0+

Przechodzimy do uzasadnienia granic
(7)  lim Inz = Inx
T—T0

(8) lim log, x = log, xo

T—T0



Granice (7)) otrzymamy zauwazajac, ze

Inzx =Inzg- — =1Inzy+ In(1 +y), gdziey:£—1
l‘o Zo

lim Inz =Inzy + hm ln(l +y) =Inx

T—T0
Granice (8)) otrzymamy zuwazajac, ze

Inz
log, x = —
Ina
e) Na poczatku rozpatrzymy przypadek z — 0+4. Zaczniemy od
udowodnienia nasteujacego faktu

Fakt 2. Niech m,, bedzie ciagiem liczb naturalnych takim, ze
lim m,, = oco. Wtedy

n—o0

) 1\
lim (1 + —) =e
n—o00 My,

Uwaga. Podane stwierdzenie nabiera podstawowego znaczenia w sytuacji,
gdy ciag m,, nie jest podciagiem ciagu liczb naturalnych {n}. W tym
drugim przypadku wystarczy powotaé sie na twierdzenie, ze kazdy podciag
ciggu zbieznego jest zbiezny do granicy ciggu. Np. w przypadku ciggu
my, = n? wystarczy powola¢ sie na twierdzenie o granicy podciagu,
natomiast w przypadku ciagu {m,} = {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,

.. }, ktory nie jest podciagiem ciagu liczb naturalnych {1,2,3,4,5,...} nie
mozemy sie powolaé¢ na to twierdzenie.

Mamy wykaza¢, ze zdanie
AV A|(1+5) -

e>0 ng n>ng
jest prawdziwe. Wczesniej byt badany ciag e, = (1 + %)", dla ktorego
otrzymalismy

<€

1. ciag e, jest ograniczony, 1 < (14+14)" <3, AneN
2. ciag e, jest niemalejacy, e, < e, An <m, n,m €N

3. lime,=c¢
n—oo



Niech € > 0. Wtedy istnieje n, takie, ze dla n > n; zachodzi

()
I+—-) —e
n

Poniewaz m,, — oo, istnieje ng takie, ze m,, > nq dla n > nyg. Wtedy dla
n > ng otrzymujemy

< €, /\nznl

< e, /\n > max{ng, n1},

1\" 1\™
1+ — ) —el<|{1+—) —e
my, ni

co dowodzi prawdziwosci naszego faktu.
Przechodzimy do dowodu wtasciwej granicy. Niech x,, — co. Zachodza
nier6wnosci

[mn] <z, < [xn} +1

dla przypomnienia, [z,] jest czescia catkowita z. Stad otrzymujemy
oszacowania

1 [$n] 1 Tn 1 [.Z‘n]—‘rl
1+ §(1+—> §(1+—)
[z,] +1 T [2,]

Dla ciggéw skrajnych w tych nieréwnosciach mamy

an = _— = _— - —_—

[zn]+1
n=(rgn) = () ()

Do obliczenia granic ciagoéw a,, i b, zastosujemy Fakt 8 otrzymujac

lim a, = lim b, = ¢
n—oo n—oo

Teraz z twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze

1\
lim (1 + —) =e
n—o0 T

co konczy te czes¢ dowodu.



Przypadek © — 0— sprowadzimy do juz rozpatrzonego. Niech y = —x.

1 1

stad

@ =

(L+2)=(1-y)

<
7 N
[
4+
—_
|F
<
N——
< =

Przyjmujemy z = y, Y= z+1’

(1+@i:[u+zﬁrﬂ

Teraz wystarczy zauwazyc¢, ze jesli x — 0—, to z — 0+ i skorzystaé z
granicy funkcji f(2)9%), gdzie

f2)=(1+2)7, gz)=2+1

zligl-l-f(z) =6 zligl-ﬁ-g(z;) =1

Wyrazenia nieoznaczone

o00—o00 0-00 g 210 500 0
o0

Przyktad 2. Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

a) | lim S22 =1 b) | lim 8% =1
z—=0 % z—0 7
¢) | lim Zesinz — g d) | lim 282 — 1
z—0 z z—0 %
e) | limhe =1 f) | lim &2 — ]
z—0 % z—0 %
g) | lim 20t —q h) | lim 28040 — 1 Sedyic 0 < a # 1
20 * 250 7 na
i) glclilg) —1 =1 j) }:ig(l)ﬁ:lna, gdzie a > 0
. l xX — . a x — a .
k) xgrfoo 1+ =e 1) xl_lgloo (1+2)" =e, gdzica e R
m) lin%) 0=l — 4, gdzie a € R
z—

Uzasadnienie. Wskazéwki :



Przyklad g). Zauwazamy, ze

1

y=(1+z) we gdyx —0

In(1
i+
In(1
hmM =limlny =Ilne =1.
x—0 x y—e

Przyktad h). Zauwazamy, ze

(1 + I‘) _ aloga(H—m),

In(l142z) =Ina-log,(1+ z)

log,(I1+2z) 1 In(l1+u)
x ~ Ina x

Przyklad i). Przyjmujemy y = e* — 1, x = In(1 + y) i zauwazamy, ze

jesliz — 0,toy — 0

et —1 . Y
lim =lim —— =
50 @ y—0 In(1 +y)

Przyklad j). Zauwazamy, ze
a® = ezlna

r—1 v—1 v—1
¢ _ ¢ _ ¢ -Ina, gdzie y = xlna
x x

Przyklad k). Przyjmujemy y = % 1 zauwazamy, ze jeSli v — Fo0, to y — 0.
W koricu

1 x
lim (1 + —> — lim(1 +y)»
T

€.
r—+o00 y—0

Przyktad 1). Przyjmujemy y = 2. Zauwazamy, ze

. a X . la a
iy (1) = -] =

Przyktad m). Przyjmujemy y = (1 + 2)® — 1 i zauwazamy, ze
In(1+ z) = LIn(1 + y) oraz jesli z — 0, to y — 0.
Dalej

(14+z)*—-1 Yy In(1+2) In(l+2x) Yy

T In(1+ ) T ¢ In(l+y) ¢



Przyklad 3. Korzystajac z granic wyrazen nieoznaczonych obliczy¢
podane granice:

sin 7z e?—1 : 3*—2%
CL) h 0 sin bx b) 111’[(1) sin 2x , C) ili}l(l) T
. si5\T+1 . 2 z 2z—1
4 Jm EDT 0 Jm (55) ) Jm(143)
. In(1-223) s : tg Yz
9) }:1{)1% —6 — h) :lclir(l) s7111 3zctghbr 1) xllg{r =5
7) lim VitaS-1 k) lim V3—a-1 ) lim (+z)"—(1-=)
w0 1n(1$+x) Zﬁ? lslir(llTjerOS x) 33'*>0 In cos :L"z
TTL) :151_1;1(1) er—1 n) mh_I)Il In(1+4cos 3z) 0) alcll}’(l) x?
Wskazowki.
Przyklad a)
sin7r  sin 7x 5%5 Tx 7
- = — =
sin bx Tx sm 5x 5r 20 5
Przyklad b)
et —1 et —1 2 T . 1
sin2x o« sin2x 2x x>0 2

Przyklad c)

3T _ 9% zln3 _ _xln2 zln3_1 x1n2_1
= ¢ = (e P
X X

— In3—1n2.
x—0

Przyklad d)

3r+5 1
3z +7 7 e
S ) 5 N 2
3z +5 N Sx +5
3z+5
2 2 2(z+1) 2
1+ — , =

I 3z +5 ot 1 _%
1m = — =€ .



Przyklad g)

In(1 — 223) In(1 — 223)

=2 " 5 2
.3173 —2$3 T—00

Przyklad h)

COS DT
sin 3zctgdr = sin 3z

sinbx
sin 3x 5% 3z 1

3z sinbx 5x cosbr z—0

Przyklad i)

3
5

tg¥T  tedT YT sinyz 1
p— . pr— . . H m
N Jr L\t Jr o cos/r \Jr a0
Przyklad j)

§|

z=V1+a5—1, 2=/ (2+1)° -1,

zT—0=—2—0

\/61—1-335—1_ z B
x /(z+ 1) —1
z

= /50 5 1 3 3 — 0
V28 + 625 + 1524 + 2023 + 1522 + 62 =—0

Przyklad k). Za pomocy kolejnych podstawien y =3 —ziy=1+z
doprowadzamy do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

V3—xz—1  Jy-—1

sintr  sinw(3—vy)
Ji-1 (Q+27-1 =2  (1+27-1 w2z -1
sinTty z —sinmz z sinz T



Przyktad 1)

(1 4 l,)ﬂ' _ (1 _ x)ﬂ' 67r1n(1+36) _ 67rlr1(lf:t)

T T
et 1 rin(l42) ™0 —1 xln(l—2)
rin(1 + z) x min(l — 2) x

eT In(14=z) _ 1

lim ——M
:vlg(l) 7T1n(1—|—11)

z=mln(z+1), - 0=2— 0,

er In(14=z) __ 1 e — 1
lim ———— = lim =1
z—0 7r1n(1 + :):) z2=0  z
In(1
i 20+ 2)
z—0 x

e7rln(1—;t) -1
m-—--—m=:
z=0 min(1 — z)

z=mln(l —z), r - 0=z — 0,

e7rln(17x) -1 e — 1

im ——— = lim =1
z—0 7rln(1 — x) z—0  z

In(1 — In(1 —
T ) B N € ) N
z—0 X z—0 —T

1 T—(1—2)"
lim (1+2)"=(1=2) =7 — (—7) =2m.
z—0 €T

Przyklad o). Zauwazamy, ze cosz = 2cos® £ —1=1—2(1 —cos® £). Za
pomoca kolejnych podstawien y = 2(1 — cos? 5) = 2 sin? siz=—y
doprowadzamy do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

Incosz _ In(l—y) —2 sin® £

z2 —y 2

5 In(1+ 2) (8111’2—”)2

z x/2

Przyktad n). Za pomoca kolejnych podstawienia x = 7 4 y doprowadzamy



do postaci, gdzie tatwo wyliczymy granice

In(1 +cosz)  In(l—siny)
In(1+cos3z) In(l+4sindy)
In(l1 —siny) —siny sin 3y

—siny sin3y  In(1 + sin 3y)
In(l —siny) —siny 3y 1 sin 3y

—siny Y sin 3y 3 In(1 + sin 3y)



