
Zagadnienia omawiane na wykªadzie w dn. 3-4.11.2026r. :

Twierdzenie 1 (o granicach niewªa±ciwych funkcji)

1. p+∞ = ∞ dla −∞ < p ≤ ∞ 2. p · ∞ = ∞ dla 0 < p ≤ ∞
3. p

∞ = 0 dla −∞ < p < ∞ 4. p
0+

= ∞ dla 0 < p ≤ ∞
5. p∞ = 0 dla 0+ ≤ p < 1 6. p∞ = ∞ dla 1 < p ≤ ∞
7. ∞q = 0 dla −∞ ≤ q < 0 8. ∞q = ∞ dla 0 < q ≤ ∞

Uwaga. Równo±ci podane w tabelce s¡ symboliczn¡ form¡ zapisu
twierdze« o granicy funkcji. Np. równo±¢ p∞ = 0, gdzie 0+ ≤ p < 1, jest
skrócon¡ postaci¡ twierdzenia

(∗) f(x) > 0 dla ka»dego x ∈ S(x0),
(∗) lim

x→x0

f(x) = p < 1,

(∗) lim
x→x0

g(x) = ∞

⇒ lim
x→x0

(f(x))g(x) = 0.

Przykªad 1. Granice podstawowych funkcji

a) lim
x→x0

xa = xa
0, gdzie a, x0 > 0

b) lim
x→x0

sinx = sinx0; lim
x→x0

cosx = cosx0

c) lim
x→x0

ax = ax0 , gdzie a, x0 > 0

d) lim
x→x0

loga x = loga x0, gdzie a, x0 > 0, a ̸= 1

e) lim
x→0

(1 + x)
1
x = e;

Uzasadnienie.

a) Przypadek x → x0+. Metoda dowodu nie wprost (a contrario). Zaªó»my,
przeciwnie, »e xa ̸→ xa

0. Wtedy istnieje ci¡g (xn) taki, »e xn → x0+ i
xa
n ̸→ xa

0, gdy n → ∞. Z drugiego warunku wynika, »e istnieje taki ϵ > 0, »e
niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu (xa

n) jest poza przedziaªem (xa
0, x

a
0 + ϵ)

inaczej, dla niesko«czenie wielu n zachodzi nierówno±¢ xa
0 < xa

0 + ϵ ≤ xa
n lub

równowa»nie
x0 < (xa

0 + ϵ)
1
a ≤ xn

dla niesko«czenie wielu n. Ostatnia nierówno±¢ jest sprzeczna z zaªo»eniem,
»e xn → x0+. Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi prawdziwo±ci naszego
twierdzenia.



Przypadek x → x0−, sprowadzamy do rozpatrzonego wy»ej zauwa»aj¡c, »e
wtedy 1

x
→ 1

x0
+ i st¡d

1

xa
=

(
1

x

)a

→
(

1

x0

)a

=
1

xa
0

,

czyli xa → xa
0 równie» w tym przypadku.

b) Przypadek x → 0+. Wykorzystamy nierówno±¢

0 ≤ sinx ≤ x ≤ tgx

dla 0 < x < π
2
. Z twierdzenia o trzech funkcjach zastosowanego do

nierówno±ci 0 ≤ sinx ≤ x wynika, »e

lim
x→0+

sinx = 0

Przypadek x → 0− sprowadzamy do wcze±niejszego przyjmuj¡c y = −x.
Wtedy sinx = − sin y i y → 0+, wi¦c

lim
x→0−

sinx = − lim
y→0+

sin y = 0.

Dla cosx otrzymujemy

lim
x→0+

cosx = lim
x→0+

√
1− sin2 x = 1 = cos 0

Ogólny przypadek dla sinx sprowadzimy do ju» rozpatrzonego korzystaj¡c
ze wzoru trygonometrycznago

sinx = sin[(x− x0) + x0] = sin(x− x0) cosx0 + sinx0 cos(x− x0)

Przyjmuj¡c y = x− x0, otrzymujemy

lim
x→x0

sinx = cosx0 lim
y→0

sin y + sinx0 lim
y→0

cos y = sinx0,

co nale»aªo udowodni¢.
W przypadku funkcji cosx skorzystamy ze wzoru cosx =

√
1− sin2 x.

c) Przypadek a > 1, x → 0+. Pami¦tamy, »e

lim
n→∞

a
1
n = lim

n→∞
n
√
a = 1(1)



Niech ϵ > 0 i xn → 0+, tzn.

lim
n→∞

xn = 0, xn > 0(2)

Wtedy z (1) wynika, »e istnieje n1 > 0 takie, »e

1 < a
1
n < 1 + ϵ, dla n ≥ n1,(3)

Podobnie z (2) wynika, »e istnieje n0 > 0 takie, »e

0 < xn <
1

n1

, dla n > n0(4)

Poniewa» funkcja ax, a > 1 jest niemalej¡ca dla x > 0, z nierówno±ci (3) i
(4) wynika, »e

1 < axn < a
1
n1 < 1 + ϵ, inaczej |axn − 1| < ϵ dla n > max{n0, n1},

co oznacza, »e ci¡g axn → 1, dowodzi to prawdziwo±ci tej cz¦sci twierdzenia.

W przypadku ogólnym, gdy x → x0+, zauwa»amy na wst¦pie, »e
ax = ax0ax−x0 = ax0ay, gdzie y = x− x0 → 0+. Teraz mo»emy skorzysta¢ z
rozpatrzonego ju» przypadku.

Przypadek a > 1, x → x0−. Zauwa»amy, »e

lim
x→x0−

ax = lim
x→x0−

(
ax0 · 1

ax0−x

)
= ax0 lim

y→0+

1

ay

Przypadek 0 < a < 1, x → x0. Zauwa»amy, »e

lim
x→x0

ax = lim
x→x0

1(
1
a

)x =
1

lim
x→x0

(
1
a

)x =
1(
1
a

)x0
= ax0

d) Przypadek lim
x→0+

ln(1 + x) = 0. Udowodnimy najpierw nierówno±¢

ln

(
1 +

1

n

)
≤ 1

n
, dla n ∈ N(5)

Uzasadnienie. Pami¦tamy, »e ci¡g

en =

(
1 +

1

n

)n

(6)



jest niemalej¡cy i lim
n→∞

en = e, st¡d

1 < en =

(
1 +

1

n

)n

≤ e

i po zlogarytmowaniu (funkcja ln jest rosn¡ca!) otrzymujemy

0 < ln en < n ln(1 +
1

n
) < 1,

St¡d ju» wynika (5).

Niech xn → 0+ i niech ϵ > 0. Wtedy istniej¡ n0, n1 ∈ N takie, »e

0 <
1

n0

< ϵ

0 < xn <
1

n0

, dla n > n1

St¡d otrzymujemy

0 < ln(1 + xn) < ln

(
1 +

1

n0

)
<

1

n0

< ϵ, dla n > max{n0, n1},

co oznacza, »e lim
x→0+

ln(1 + x) = 0.

Przypadek lim
x→0−

ln(1 + x) = 0. Zauwa»amy, »e

1

1 + x
= 1 +

−x

1 + x
= 1 + z, gdzie z =

−x

1 + x

i

x → 0− ⇒ z → 0 + .

W ten sposób

lim
x→0−

ln(1 + x) = − lim
x→0−

ln
1

1 + x
= − lim

z→0+
ln(1 + z) = 0.

Przechodzimy do uzasadnienia granic

lim
x→x0

lnx = lnx0(7)

lim
x→x0

loga x = loga x0(8)



Granic¦ (7) otrzymamy zauwa»aj¡c, »e

lnx = lnx0 ·
x

x0

= lnx0 + ln(1 + y), gdzie y =
x

x0

− 1

lim
x→x0

lnx = lnx0 + lim
y→0

ln(1 + y) = ln x0

Granic¦ (8) otrzymamy zuwa»aj¡c, »e

loga x =
lnx

ln a

e) Na pocz¡tku rozpatrzymy przypadek x → 0+. Zaczniemy od
udowodnienia nast¦uj¡cego faktu

Fakt 2. Niech mn b¦dzie ci¡giem liczb naturalnych takim, »e
lim
n→∞

mn = ∞. Wtedy

lim
n→∞

(
1 +

1

mn

)mn

= e

Uwaga. Podane stwierdzenie nabiera podstawowego znaczenia w sytuacji,
gdy ci¡g mn nie jest podci¡giem ci¡gu liczb naturalnych {n}. W tym
drugim przypadku wystarczy powoªa¢ si¦ na twierdzenie, »e ka»dy podci¡g
ci¡gu zbie»nego jest zbie»ny do granicy ci¡gu. Np. w przypadku ci¡gu
mn = n2 wystarczy powoªa¢ si¦ na twierdzenie o granicy podci¡gu,
natomiast w przypadku ci¡gu {mn} = {1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5,
. . . }, który nie jest podci¡giem ci¡gu liczb naturalnych {1, 2, 3, 4, 5, . . . } nie
mo»emy si¦ powoªa¢ na to twierdzenie.

Mamy wykaza¢, »e zdanie∧
ϵ>0

∨
n0

∧
n>n0

∣∣∣∣(1 + 1

mn

)mn

− e

∣∣∣∣ < ϵ

jest prawdziwe. Wcze±niej byª badany ci¡g en =
(
1 + 1

n

)n
, dla którego

otrzymali±my

1. ci¡g en jest ograniczony, 1 ≤ (1 + 1
n
)n ≤ 3,

∧
n ∈ N

2. ci¡g en jest niemalej¡cy, en ≤ em,
∧
n ≤ m, n,m ∈ N

3. lim
n→∞

en = e



Niech ϵ > 0. Wtedy istnieje n1 takie, »e dla n > n1 zachodzi∣∣∣∣(1 + 1

n

)n

− e

∣∣∣∣ < ϵ,
∧

n ≥ n1

Poniewa» mn → ∞, istnieje n0 takie, »e mn > n1 dla n > n0. Wtedy dla
n > n0 otrzymujemy(

1 +
1

n1

)n1

≤
(
1 +

1

mn

)mn

≤ e

st¡d∣∣∣∣(1 + 1

mn

)mn

− e

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(1 + 1

n1

)n1

− e

∣∣∣∣ < ϵ,
∧

n > max{n0, n1},

co dowodzi prawdziwo±ci naszego faktu.
Przechodzimy do dowodu wªa±ciwej granicy. Niech xn → ∞. Zachodz¡
nierówno±ci

[xn] ≤ xn ≤ [xn] + 1

dla przypomnienia, [xn] jest cz¦±ci¡ caªkowit¡ x. St¡d otrzymujemy
oszacowania(

1 +
1

[xn] + 1

)[xn]

≤
(
1 +

1

xn

)xn

≤
(
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

Dla ci¡gów skrajnych w tych nierównosciach mamy

an =

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

=

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]+1

· 1(
1 + 1

[xn]+1

)
bn =

(
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

=

(
1 +

1

[xn]

)[xn]

·
(
1 +

1

[xn]

)
Do obliczenia granic ci¡gów an i bn zastosujemy Fakt 8 otrzymuj¡c

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = e

Teraz z twierdzenia o trzech ci¡gach wynika, »e

lim
n→∞

(
1 +

1

xn

)xn

= e

co ko«czy t¦ cz¦±¢ dowodu.



Przypadek x → 0− sprowadzimy do ju» rozpatrzonego. Niech y = −x.
Wtedy

(1 + x)
1
x = (1− y)−

1
y =

(
1

1− y

) 1
y

=

(
1 +

y

1− y

) 1
y

Przyjmujemy z = y
1−y

, y = z
z+1

, st¡d

(1 + x)
1
x =

[
(1 + z)

1
z

]z+1

Teraz wystarczy zauwa»y¢, »e je±li x → 0−, to z → 0+ i skorzysta¢ z
granicy funkcji f(z)g(z), gdzie

f(z) = (1 + z)
1
z , g(z) = z + 1

lim
z→0+

f(z) = e, lim
z→0+

g(z) = 1

Wyra»enia nieoznaczone

∞−∞ 0 · ∞ 0
0

∞
∞ 1∞ ∞0 00

Przykªad 2. Granice podstawowych wyra»e« nieoznaczonych

a) lim
x→0

sinx
x

= 1 b) lim
x→0

tg x
x

= 1

c) lim
x→0

arc sinx
x

= 1 d) lim
x→0

arctg x
x

= 1

e) lim
x→0

shx
x

= 1 f) lim
x→0

tgh x
x

= 1

g) lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1 h) lim
x→0

loga(1+x)
x

= 1
ln a

, gdzie 0 < a ̸= 1

i) lim
x→0

ex−1
x

= 1 j) lim
x→0

ax−1
x

= ln a, gdzie a > 0

k) lim
x→±∞

(
1 + 1

x

)x
= e l) lim

x→±∞

(
1 + a

x

)x
= ea, gdzie a ∈ R

m) lim
x→0

(1+x)a−1
x

= a, gdzie a ∈ R

Uzasadnienie. Wskazówki :



Przykªad g). Zauwa»amy, »e

y = (1 + x)
1
x → e, gdy x → 0

ln(1 + x)

x
= ln y

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

y→e
ln y = ln e = 1.

Przykªad h). Zauwa»amy, »e

(1 + x) = aloga(1+x),

ln(1 + x) = ln a · loga(1 + x)

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
· ln(1 + x)

x

Przykªad i). Przyjmujemy y = ex − 1, x = ln(1 + y) i zauwa»amy, »e

je±li x → 0, to y → 0

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

y→0

y

ln(1 + y)
= 1

Przykªad j). Zauwa»amy, »e

ax = ex ln a

ax − 1

x
=

ey − 1

x
=

ey − 1

y
· ln a, gdzie y = x ln a

Przykªad k). Przyjmujemy y = 1
x
i zauwa»amy, »e je±li x → ±∞, to y → 0.

W ko«cu

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→0

(1 + y)
1
y = e.

Przykªad l). Przyjmujemy y = a
x
. Zauwa»amy, »e

lim
x→0

(
1 +

a

x

)x
= lim

y→0

[
(1 + y)

1
y

]a
= ea.

Przykªad m). Przyjmujemy y = (1 + x)a − 1 i zauwa»amy, »e

ln(1 + x) = 1
a
ln(1 + y) oraz je±li x → 0, to y → 0.

Dalej

(1 + x)a − 1

x
=

y

ln(1 + x)
· ln(1 + x)

x
=

ln(1 + x)

x
· y

ln(1 + y)
· a



Przykªad 3. Korzystaj¡c z granic wyra»e« nieoznaczonych obliczy¢
podane granice:

a) lim
x→0

sin 7x
sin 5x

b) lim
x→0

ex−1
sin 2x

c) lim
x→0

3x−2x

x

d) lim
x→∞

(
3x+5
3x+7

)x+1
e) lim

x→∞

(
x2+5
x2−7

)x2

f) lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)2x−1

g) lim
x→0

ln(1−2x3)
x3 h) lim

x→0
sin 3x ctg 5x i) lim

x→0+

tg 3√x√
x

j) lim
x→0

6√1+x5−1
x

k) lim
x→2

7√3−x−1
sinπx

l) lim
x→0

(1+x)π−(1−x)π

x

m) lim
x→0

ln(1+x)
ex−1

n) lim
x→π

2

ln(1+cosx)
ln(1+cos 3x)

o) lim
x→0

ln cosx
x2

Wskazówki.

Przykªad a)

sin 7x

sin 5x
=

sin 7x

7x
· 5x

sin 5x
· 7x
5x

−→
x→0

7

5

Przykªad b)

ex − 1

sin 2x
=

ex − 1

x
· 2x

sin 2x
· x

2x
−→
x→0

1

2

Przykªad c)

3x − 2x

x
=

ex ln 3 − ex ln 2

x
=

(
ex ln 3 − 1

x ln 3
ln 3− ex ln 2 − 1

x ln 2
ln 2

)
−→
x→0

ln 3− ln 2.

Przykªad d)(
3x+ 5

3x+ 7

)x+1

=
1(

3x+7
3x+5

)x+1

(
3x+ 7

3x+ 5

)x+1

=

((
1 +

2

3x+ 5

) 3x+5
2

) 2(x+1)
3x+5

(
1 +

2

3x+ 5

) 3x+5
2

−→
x→∞

e,
2(x+ 1)

3x+ 5
−→
x→∞

2

3

lim
x→∞

(
3x+ 5

3x+ 7

)x+1

=
1

e
2
3

= e−
2
3 .



Przykªad g)

ln(1− 2x3)

x3
= −2

ln(1− 2x3)

−2x3
−→
x→∞

−2

Przykªad h)

sin 3xctg5x = sin 3x
cos 5x

sin 5x
=

sin 3x

3x
· 5x

sin 5x
· 3x
5x

· 1

cos 5x
−→
x→0

3

5

Przykªad i)

tg 3
√
x√
x

=
tg 3
√
x

3
√
x

·
3
√
x√
x
=

sin 3
√
x

3
√
x

· 1

cos 3
√
x
·

3
√
x√
x

−→
x→0

∞

Przykªad j)

z =
6
√
1 + x5 − 1, x = 5

√
(z + 1)6 − 1, x → 0 =⇒ z → 0

6
√
1 + x5 − 1

x
=

z
5
√

(z + 1)6 − 1
=

=
z

5
√
z6 + 6z5 + 15z4 + 20z3 + 15z2 + 6z

−→
z→0

0

Przykªad k). Za pomoc¡ kolejnych podstawie« y = 3− x i y = 1 + z
doprowadzamy do postaci, gdzie ªatwo wyliczymy granic¦

7
√
3− x− 1

sin πx
=

7
√
y − 1

sin π(3− y)
=

7
√
y − 1

sin πy
=

(1 + z)
1
7 − 1

z
· z

− sinπz
=

(1 + z)
1
7 − 1

z
· πz

sin πz
· −1

π



Przykªad l)

(1 + x)π − (1− x)π

x
=

eπ ln(1+x) − eπ ln(1−x)

x
=

eπ ln(1+x) − 1

π ln(1 + x)
· π ln(1 + x)

x
− eπ ln(1−x) − 1

π ln(1− x)
· π ln(1− x)

x

lim
x→0

eπ ln(1+x) − 1

π ln(1 + x)
:

z = π ln(x+ 1), x → 0=⇒z → 0,

lim
x→0

eπ ln(1+x) − 1

π ln(1 + x)
= lim

z→0

ez − 1

z
= 1

lim
x→0

π ln(1 + x)

x
= π

lim
x→0

eπ ln(1−x) − 1

π ln(1− x)
:

z = π ln(1− x), x → 0=⇒z → 0,

lim
x→0

eπ ln(1−x) − 1

π ln(1− x)
= lim

z→0

ez − 1

z
= 1

lim
x→0

π ln(1− x)

x
= − lim

x→0

π ln(1− x)

−x
= −π

lim
x→0

(1 + x)π − (1− x)π

x
= π − (−π) = 2π.

Przykªad o). Zauwa»amy, »e cosx = 2 cos2 x
2
− 1 = 1− 2(1− cos2 x

2
). Za

pomoc¡ kolejnych podstawie« y = 2(1− cos2 x
2
) = 2 sin2 x

2
i z = −y

doprowadzamy do postaci, gdzie ªatwo wyliczymy granic¦

ln cosx

x2
=

ln(1− y)

−y
·
−2 sin2 x

2

x2
=

−2 · ln(1 + z)

z
·
(
sin x

2

x/2

)2

Przykªad n). Za pomoc¡ kolejnych podstawienia x = π
2
+ y doprowadzamy



do postaci, gdzie ªatwo wyliczymy granic¦

ln(1 + cos x)

ln(1 + cos 3x)
=

ln(1− sin y)

ln(1 + sin 3y)
=

ln(1− sin y)

− sin y
· − sin y

sin 3y
· sin 3y

ln(1 + sin 3y)
=

ln(1− sin y)

− sin y
· − sin y

y
· 3y

sin 3y
· 1
3
· sin 3y

ln(1 + sin 3y)


